Tunelamento assistido por caos em estados localizados by Arraut, Josefina Moraes
TESE DE MESTRADO
Tunelamento Assistido por Caos em Estados
Localizados
Josena Moraes Arraut




24 de Junho de 2002
TESE DE MESTRADO




- Marcus A.M.de Aguiar(Orientador)
- Kyoko Furuya





UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Fsica \Gleb Wataghin"
Campinas, S~ao Paulo
Aos meus pais, aos pais dos meus pais, aos pais
deles, e aos pais anteriores, a quem devo a opor-
tunidade de estar vivendo e de ter irm~aos, dedico
este meu primeiro trabalho.
Dedico tambem aos tios Carlos e Zilda.
Agradecimentos
Agradeco aos meus pais pelo amor que sempre me dedicaram, e porque a eles devo
tudo e todas as oportunidades. Tenho neles o exemplo de correc~ao e superac~ao
dos obstaculos. Quero como eles almejar sempre mais alem.
Agradeco ao meu irm~ao Eduardo pela convivência harmoniosa e divertida que
tivemos morando juntos aqui em Campinas, pela amizade e por ser t~ao proximo
que por vezes n~ao sei mesmo onde termina ele e comeco eu.
Agradeco ao Marcus, que com sua gentileza e paciência conseguiu aliviar o
peso das minhas diculdades, ao longo deste trabalho pude aprender com a sua
intuic~ao e eciência. Ainda por muitos anos poderei crescer com a referência do
seu exemplo. Obrigada!
Agradeco ao Rique por ter sido um companheiro completo e imprescindvel,
pela conanca e sinceridade que nos unem mais e mais, e pela beleza da nossa
convivência, alimentada por sua personalidade surpreendente.
Alem disto, suas habilidades de programador e relacionadas a informatica de
uma maneira geral, foram a minha salvac~ao em diversas ocasi~oes. Seu talento
cientco o torna capaz de contribuir mesmo em discuss~oes que se afastam do seu
tema especco de estudo. Tive com ele muitas, e muito esclarecedoras.
Agradeco aos tios Carlos e Zilda pelo interesse que demostraram sempre pelo
desenvolvimento do Edu e meu e pelas nossas formac~oes prosionais. Obrigada
tambem pelo carinho que manifestaram por nos desde que eramos criancas.
Agradeco a Angela e George Kleiman pela forma amistosa e acolhedora com
que receberam meu irm~ao e eu em sua casa, permitindo que la morassemos.
Gracas a eles pudemos morar juntos neste perodo.
Agradeco ao Raul pela ajuda preciosa que me deu na minha iniciac~ao ao
calculo numerico e a linguagem C, tambem pela amizade que tem comigo e com
a minha famlia.
Agradeco ao Paulo Veiga, que foi um excelente orientador. Proporcionou-me
uma formac~ao na iniciac~ao cientca que tem sido muito util e guiou-me tambem
iv
v
na decis~ao sobre a continuac~ao dos estudos, discutindo as diferentes possibilida-
des e contatando bons pesquisadores em cada area de interesse. Tenho vericado
que suas opini~oes e propostas s~ao sempre acertadas.
Agradeco aos amigos do Instituto de Fsica que zeram estes anos muito
agradaveis e ricos: Rold~ao, Celio, Daniel, Nury, Julio, Maya, Lazaro, Alexandre
(Cab.), Ana Luiza, Ana Lucia, Sergio, Cinthia, Marcus Vincius, Roma, Cris-
tiano, Rildo, Alex, Pablo, Monica, Pepe, Luiz Gregorio, Doretto, Vitor, Walter,
Demetrio, Jeerson, Tersio, Pila, Elso, Cris, Renato, Cibelle, Silvia, Cleber e
muitos outros.
A Nury e ao Dani agradeco pelas experiências que trocamos atraves de longas
conversas e pelo respeito mutuo com que sempre conseguimos conduzir discuss~oes
sobre assuntos delicados.
A Maria Ignez, Armando, Carlinhos e Del Carmen pela forma organizada
e eciente com que conduzem a Coordenadoria de Pos-Graduac~ao do IFGW,
facilitando muita a vida dos estudantes.
As queridas D.Terzinha e D.Ivone que por anos mantiveram limpo nosso am-
biente de trabalho e tornarem-no mais alegre com seu cuidado pelas plantas do
predio. Todos os dias nos ofereceram um exemplo discreto de humildade e sim-
plicidade.
Agradeco aos amigos que formaram parte comigo da diretoria da APGF (ano
2000): Rique, Alexandre, Marcus Vincius, Ana Luiza, Ana Lucia, Cristiano,
Cinthia e Jeerson, pelo muito que aprendi com essa experiência. Tambem
ao Julio, Rildo, Elso, Lazaro e Sergio, sempre interessados e informados sobre
quest~oes da poltica universitaria e nacional.
Aos amigos Lucia, Celio, Rold~ao, Vitoria, Lim, Leong, Adreane, Erika, Rafael,
Jeferson, Guilherme, Walter, Marcello e Fabio, por nossas discuss~oes das quartas-
feiras e por seu esforco sincero de auto questionamento do qual sou testemunha.
A Sim Soon Hock pelo seu interesse pela humanidade e seu trabalho no Brasil,
em particular com a formac~ao etica de jovens. Ao Lim, a Lucia e ao Inty por sua
perseveranca e dedicac~ao a um trabalho t~ao importante e t~ao incomum.
vi
Agradeco em especial
o apoio da FAPESP
Resumo
Neste trabalho estudamos a inuência do caos sobre o tunelamento de partculas.
Utilizamos como modelo um potencial unidimensional, quartico, do tipo poco
duplo, perturbado por um termo periodicamente dependente do tempo. A per-
turbac~ao introduz caos, tornando o sistema misto, isto e, fazendo com que apre-
sente ilhas de movimento regular imersas em um mar de caos em seu espaco de
fase. Alterando a amplitude e a frequência da perturbac~ao periodica conseguimos
variar o numero, a disposic~ao e o tamanho das ilhas regulares, e a quantidade
de caos que as separa. Estudamos a propagac~ao de pacotes de onda localizados
neste potencial, utilizando-os como representac~oes semiclassicas de partculas.
Observamos que, no regime semiclassico em que trabalhamos (pacotes locali-
zados), a regi~ao de interesse e a fronteira entre regularidade e caos. O principal
efeito quântico atuante nesta regi~ao e a reex~ao, n~ao o tunelamento. Observamos




We have studied the eects of chaos on the tunneling of particles. As a model we
used a one dimensional double well-type quartic potencial, perturbed by a peri-
odic driving. The driving force introduces chaos and the sistem becomes mixed,
exhibiting islands of regular motion immersed in a sea of chaos in its classical
phase space. By altering the amplitude and the frequency of the periodic driving
we were able to vary the number, disposition and size of the regular islands, and
the amount ou chaos in between them. We studied the propagation of local-
ized wave packets in this potential, using them as semiclassical representations
of particles.
We observed that, in the semiclassical regime in which we have worked (lo-
calized wave packets), the region of interest is the border between regularity and
chaos. The main quantum eect at play in this region is reection, not tunneling.
We observed however, that the presence os chaos favours the tunneling of wave
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Captulo 1
Introduc~ao
Ao longo das duas ultimas decadas a mecânica semiclassica de sistemas classica-
mente caoticos tem trazido a luz fenômenos quânticos interessantes e profundos
com manifestac~oes em diversas areas da fsica. Um exemplo e o carater universal
identicado para o comportamento estatstico dos nveis de energia de sistemas
quânticos com analogos classicos caoticos, marcadamente distinto daquele para
sistemas com analogo classico regular. Outro exemplo e a observac~ao de func~oes
de onda que se acumulam no espaco de fase e tambem no espaco de coordenadas
ao longo de orbitas periodicas do sistema caotico, fenômeno batizado de cicatrizes
de orbitas periodicas [1].
As maiores diculdades do limite semi-classico surgem ao tratar fenômenos
peculiares a apenas uma das teorias envolvidas, como o caos da mecânica classica,
ou o tunelamento da mecânica quântica. Na hierarquia que vai dos sistemas tipi-
camente classicos, como o sistema solar, aos tipicamente quânticos, como o atomo
de hidrogênio, ha uma regi~ao para a qual se espera que tanto a descric~ao classica
quanto a quântica sejam eis e portanto e natural esperar que uma caracterstica
t~ao marcante da dinâmica classica como o movimento caotico deixe tracos na
dinâmica quântica.
Comportamentos puramente regulares ou puramente caoticos s~ao raras ex-
cec~oes na mecânica classica. A imensa maioria dos sistemas apresentam um
regime de movimento intermediario, com regi~oes caoticas e quasi-regulares coex-
istindo em seus espacos de fase, e s~ao denominados sistemas mistos. O isolamento
classico destas regi~oes e completo, quanticamente no entanto ha possibilidade de
tunelamento entre elas, levando suas dinâmicas a inuenciarem-se mutuamente
e fazendo com que estes sistemas tenham suas proprias peculiaridades de com-
portamento e sejam considerados uma classe a parte. Um exemplo disto e que
nos sistemas mistos as classes de universalidade caractersticas de caos ou regu-
laridade das estatsticas de nveis n~ao mais aparecem. Inicialmente propôs-se a
1
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hipotese de que a estatstica de nveis de energia destes sistemas resultasse da
superposic~ao de espectros n~ao correlacionados associados cada um a uma regi~ao
de movimento quasi-regular ou de caos do espaco de fase. No entanto muitas
das simulac~oes numericas realizadas ate hoje têm-se mostrado inconsistentes com
esta previs~ao, e outras propostas têm sido apresentadas. Para maiores detalhes
veja [2] e referências contidas.
Neste trabalho estudamos o problema de tunelamento na presenca de caos,
onde as peculiaridades das teorias quântica e classica manifestam-se simultanea-
mente. Os sistemas mistos s~ao ideais para este tipo de estudo pois podem conter
regi~oes quasi-regulares classicamente isoladas, separadas por caos. Muitas vezes,
modicando os parâmetros do Hamiltoniano de um sistema misto e possvel au-
mentar ou diminuir o mar de caos entre as ilhas regulares, possibilitando a in-
vestigac~ao da sua inuência sobre o tunelamento. Em um sistema puramente
caotico toda a superfcie de energia e classicamente acessvel a uma partcula,
dicultando muito o estudo do tunelamento quântico.
Uma categoria particularmente interessante dos sistemas mistos, a qual per-
tence o modelo utilizado neste trabalho, e a daqueles que apresentam algum tipo
de simetria discreta. Estes sistemas apresentam um mecanismo de tunelamento
peculiar que sera apresentado na sec~ao a seguir. O estudo do tunelamento em
sistemas mistos com simetria discreta levou a detecc~ao de uma manifestac~ao da
inuência do caos sobre a dinâmica quântica em regime profundamente quântico,
isto e, longe do limite semiclassico, o fenômeno observado leva o nome de tunela-
mento assistido por caos e sera abordado mais adiante.
O trabalho aqui apresentado e um estudo de tunelamento na presenca de
caos em um sistema classicamente misto, simetrico, no regime semiclassico.
A maior parte dos trabalhos anteriores têm-se concentrado em fazer este estudo
em regime profundamente quântico. Nosso potencial modelo e unidimensional,
periodicamente dependente do tempo e obtido como perturbac~ao de um potencial
independente do tempo e integravel. Como veremos mais adiante, possui em geral
duas ilhas de dinâmica quasi-regular separadas por um mar de caos. Estudamos
o tunelamento de pacotes de onda localizados, entre essas ilhas, visando assim
representar o movimento de partculas (esta caracterstica recebera um sentido
quantitativo mais preciso adiante nesta introduc~ao , mas e o que signica estarmos
trabalhando em regime semiclassico). Variando os parâmetros da perturbac~ao
dependente do tempo conseguimos alterar o tamanho das ilhas e a quantidade de
caos que as separa. Estudamos tambem o tunelamento no caso integravel (n~ao
perturbado). Desta maneira, comparando os diversos casos pudemos observar
claramente o favorecimento pelo caos do efeito de tunelamento. Detectamos o
mecanismo de tunelamento assistido por caos atuando em nosso sistema
atraves de algumas simulac~oes complementares feitas em regime profundamente
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quântico. Nossos resultados sugerem que o tunelamento assistido por caos se
manifeste tambem no regime semi-classico, embora de forma atenuada, e tenha
sido o mecanismo acelerador do tunelamento no nosso caso.
1.1 Dubletos de Tunelamento
Vamos introduzir nesta sec~ao um mecanismo de tunelamento peculiar a sistemas
com simetria discreta, os dubletos de tunelamento. Na proxima sec~ao tratare-
mos da forma como este mecanismo pode ser fortemente inuenciado, chegando
a ser grandemente favorecido ou mesmo completamente anulado pela presenca de
caos no espaco de fase.
Primeiramente gostariamos de observar que a identicac~ao deste mecanismo
veio juntamente com a introduc~ao de um novo conceito de tunelamento, que
surgiu a partir do estudo da dinâmica vibracional n~ao linear de moleculas, mas
que foi rapidamente reconhecido como um fenômeno de muita beleza e inter-
esse, presente com frequência em sistemas multi-dimensionais: o tunelamento
dinâmico [3].
Em um sistema com duas ou mais dimens~oes e possvel que o espaco de
fase divida-se em regi~oes isoladas mesmo na ausência total de uma barreira de
potencial. Nestes casos o isolamento tem orgem na dinâmica, e muitas vezes n~ao
pode ser previsto apenas a partir da inspec~ao da superfcie de potencial (como
no caso das barreiras), e preciso conhecer as trajetorias. Um exemplo famoso e
simples e o bilhar anular, cuja borda s~ao dois crculos, um externo e outro contido
em seu interior. Mesmo quando os crculos n~ao est~ao dispostos concentricamente,
ha orbitas que jamais tocam o crculo interno, colidindo apenas com o crculo
externo, girando sempre no mesmo sentido. As orbitas desse tipo correspondentes
a sentidos opostos de rotac~ao ocupam regi~oes isoladas, simetricamente dispostas
no eixo da ac~ao no espaco de fase das coordenadas de ac~ao e ângulo [4]. Inumeros
outros exemplos deste tipo de isolamento existem, como o potencial Nelson [5]
e os potenciais moleculares do paragrafo anterior. O tunelamento dinâmico
e o transporte quântico entre essas regi~oes, classicamente isoladas pela dinâmica
apenas, sem que haja inuência de uma barreira de potencial.
Para introduzir os dubletos de tunelamento utilizaremos um exemplo, o poco
duplo de potencial ilustrado na gura 1.1, amplamente utilizado como modelo
em estudos de tunelamento, inclusive neste trabalho. Este sistema apresenta no
espaco de fase duas regi~oes isoladas entre si, povoadas por orbitas connadas
a um dos pocos. Apesar de o exemplo conter uma barreira de potencial, os
dubletos de tunelamento podem estar presentes independentemente da natureza
do isolamento das regi~oes simetricamente dispostas no espaco de fase [3].
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Figura 1.1: Poco duplo de potencial
Podemos comecar imaginando um sistema composto por dois pocos de poten-
cial separados por uma barreira innita. O estado fundamental deste sistema e a
soma dos estados fundamentais de cada poco individualmente. Estes encontram-
se totalmente isolados, pois s~ao ambos nulos entre os pocos, e por isso s~ao in-
dependentes. A mudanca de sinal de um deixa o outro inalterado, assim suas
combinac~oes lineares, par e mpar, têm a mesma energia, e o estado fundamental
do sistema completo e duplamente degenerado. Quando a barreira e nita, n~ao
ha mais isolamento quântico total entre os dois pocos embora ainda haja isola-
mento classico. A interac~ao entre as duas regi~oes quebra a degenerescência exata
e faz com que os estados par (jEpi) e mpar (jEii) passem a formar um dubleto,
sendo a energia Ei de jEii ligeiramente superior a energia Ep de jEpi. As func~oes
de onda dos estados do dubleto s~ao bastante semelhantes as func~oes par e mpar
do estado fundamental do poco duplo com barreira innita, de maneira que a
sua soma e subtrac~ao d~ao origem a func~oes que est~ao, com boa aproximac~ao,
localizadas em lados opostos da barreira.
Se prepararmos um estado de tal maneira que no instante zero seja a soma
do dubleto, e esteja portanto localizado no poco esquerdo, sua evoluc~ao temporal
dar-se-a como descrito abaixo:
jf(0)i = jE+i  jEpi+ jEii
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Isto e, no tempo t = ( h
Ei Ep
) a fase relativa e exp(  i(Ei Ep)t
h
) =  1 e o estado
passa a ser a subtrac~ao do dubleto, ou seja, passa a estar localizado do lado
oposto da barreira. Quando a fase toma o valor 1, no instante t = 2( h
Ei Ep
), o
pacote volta a sua localizac~ao inicial. Esta oscilac~ao coerente do pacote entre
os dois pocos e o tunelamento de um lado a outro da barreira e, como vemos
acima, o perodo deste movimento e inversamente proporcional ao espacamento
do dubleto.
O desenvolvimento acima e aplicavel sempre que um sistema apresente alguma
simetria discreta, tenha no seu espaco de fase regi~oes classicamente isoladas rela-
cionadas por essa simetria, e dubletos de estados quânticos do tipo simetrico e
anti-simetrico n~ao degenerados que se concentrem sobre essas regi~oes. Veremos
sem demonstrar, que esta ultima condic~ao n~ao e uma limitac~ao a mais, mas ocorre
sempre que forem satisfeitas as primeiras duas.
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Os toros existentes no espaco de fase de um sistema simetrico dividem-se em
duas classes: os invariantes pela operac~ao de simetria, e os que formam parte
de pares congruentes relacionados pela simetria. Ou seja, quando um toro n~ao e
invariante ha uma copia exata sua situada em outro lugar do espaco de fase. Neste
segundo caso, se existirem estados quânticos associados a esse par, a possibilidade
de tunelamento entre as regi~oes quebra a degenerescência entre o par simetrico e
anti-simetrico.
Quando em uma ilha de movimento regular ha toros quantizados, e possvel
construir estruturas associadas a eles chamadas quasimodos. Estas s~ao soluc~oes
aproximadas da equac~ao de Schrodinger, localizadas sobre os toros. Os auto
estados verdadeiros do sistema no entanto, s~ao pares ou mpares com relac~ao
a operac~ao de simetria. E possvel mostrar que existem pares de auto estados
associados a pares de toros de simetria, construdos como soma e subtrac~ao dos
quasimodos, formando dubletos. Assim, combinando os auto estados do dubleto
como no caso do poco duplo, constroem-se estados localizados sobre um toro
apenas que evoluem ate eventualmente estarem localizados sobre o seu par de
simetria, em seguida regressam, e assim por diante, em uma oscilac~ao coerente,
enquanto que trajetorias classicas permanecem innitamente connadas ao toro
original.
1.2 Tunelamento assistido por caos
As perturbac~oes caoticas em geral tendem a aumentar a separac~ao das energias
do dubleto, diminuindo assim o tempo da oscilac~ao coerente do estado quântico
composto como sua superposic~ao linear. Muitas vezes no entanto, observa-se
em sistemas mistos uma forte dependência deste perodo com os parâmetros da
perturbac~ao, com variac~oes de varias ordens de grandeza (ver por exemblo [4, 8]),
e tambem com a proximidade entre os toros associados ao dubleto e a fronteira
entre as ilhas regulares e o mar de caos. Estas caractersticas indicam que a
inuência do caos sobre o tunelamento se da de forma bem mais complexa do
que um mero afastamento do sistema da degenerescência.
Assim como no caso das orbitas regulares, tambem e possvel associar esta-
dos quânticos a orbitas caoticas. A energia destes estados varia erraticamente
com os parâmetros da perturbac~ao, enquanto que os dubletos s~ao pouco afe-
tados. Quando um nvel caotico aproxima-se muito de um dubleto, este deixa
de comportar-se como um sistema isolado como no desenvolvimento da sec~ao
anterior, e o tunelamento passa a ser um problema de três nveis. Na sec~ao an-
terior, os estados construdos como soma e subtrac~ao do dubleto (jE+i e jE i)
encontravam-se acoplados como consequência da possibilidade de tunelamento
entre eles. Neste caso, alem do acoplamento direto, passa a existir tambem um
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acoplamento indireto atraves do nvel de energia caotico, isto e, o estado jE+i
acopla-se ao nvel caotico que por sua vez esta acoplado a jE i e vice-versa.
Calculos semiclassicos (por exemplo [6]) mostram que o acoplamento entre esta-
dos (que e a separac~ao em energia do dubleto no caso de jE+i e jE i) decresce
exponencialmente com a distância que os separa no espaco de fase. Os estados
(jE+i) e (jE i) localizam-se sobre toros (relacionados pela simetria) separados
pelo mar de caos, enquanto nveis de energia caoticos s~ao muito menos local-
izados e encontram-se bastante \espalhados" por toda a regi~ao de caos. Desta
maneira, enquanto o acoplamento entre jE+i e jE i e bastante pequeno, o es-
tado caotico pode estar simultaneamente proximo a ambos, podendo estar mais
fortemente acoplado a cada um deles. Frequentemente este acoplamento indireto
e t~ao maior que o direto, que se torna a unica contribuic~ao signicativa para o
tunelamento. Podemos imaginar que, ao inves do tunelamento direto entre as
duas regi~oes distantes, pequenas porc~oes do pacote de ondas escapam sucessiva-
mente para a regi~ao caotica, aonde o transporte ate as proximidades da outra
ilha e classicamente permitido e ent~ao tunelam para dentro [6]. Assim, o mar de
caos reduz o isolamento entre as regi~oes. A proximidade no espaco de fase entre
os estados de um dubleto e um nvel de energia caotico reete a facilidade do
escape para o mar de caos.
Assim, a presenca de caos no espaco de fase entre duas regi~oes disjuntas
relacionadas por simetria, pode favorecer grandemente o tunelamento entre elas.
Este efeito no entanto esta sujeito a que haja grande aproximac~ao de um nvel
de energia caotico, por isto depende de forma t~ao complicada dos parâmetros do
hamiltoniano como a posic~ao destes no espectro de energias. Alem disto, uma
vez que o acoplamento entre dois nveis depende com uma exponencial negativa
da sua separac~ao no espaco de fase, um dubleto pode ser t~ao mais afetado pela
aproximac~ao de um nvel caotico quanto mais proximo ao mar de caos estiver
localizado, isto e, nveis de energia mais proximos a fronteira das ilhas regulares
s~ao mais afetados, e os mais internos menos afetados. Estas duas caractersticas
do efeito de tunelamento assistido por caos foram observadas de maneira
bastante forte no sistema do bilhar anular, e registradas em [4].
Uma discuss~ao muito ilustrativa dos mecanismos de tunelamento de dois e
três nveis pode ser encontrada em [6]
1.3 Sistemas periodicamente dependentes do
tempo
Toda a argumentac~ao acima parece ser valida apenas para sistemas indepen-
dentes do tempo, ja que faz uso do conceito de auto estados, inexistentes em
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sistemas n~ao conservativos. Para sistemas periodicamente dependentes do tempo
no entanto, existe uma classe de estados analogos aos auto estados dos sistemas
conservativos no sentido de terem uma dependência temporal simples, e de con-
stiturem uma base para o sistema. Estes s~ao os estados de Floquet [7], que
ser~ao introduzidos no captulo 3. Adiantamos apenas que aos estados de Flo-
quet s~ao associadas quasi-energias de uma forma que cara clara mais adiante.
Foram observados efeitos dramaticos de tunelamento na presenca de caos em um
poco duplo de potencial quartico com perturbac~ao periodicamente dependente
do tempo [8, 9]. Lin e Ballentine [8] observaram a oscilac~ao coerente de um
pacote de ondas gaussiano entre ilhas de regularidade classicamente isoladas e
relacionadas por simetria, para uma escolha especca dos parâmetros da per-
turbac~ao. Mediram o perodo desta oscilac~ao, que resultou ser varias ordens de
grandeza inferior a estimativa feita para a oscilac~ao coerente do mesmo pacote
no sistema n~ao perturbado. Posteriormente este efeito foi explicado em termos
da existência de dubletos formados por estados de Floquet (quasi-energias muito
proximas) simetricos e anti-simetricos, localizados sobre as ilhas de regularidade
[10]. Plata e Llorente [10] vericaram que o estado utilizado em [8] era essen-
cialmente composto a partir do dubleto de energia mais baixa, e encontraram
sua separac~ao. Calcularam o tempo de oscilac~ao coerente entre as ilhas para um
estado composto por este dubleto e o resultado revelou-se totalmente compatvel
com o observado por Lin e Ballentine [8].
Alem da estrutura de dubletos associados a pares simetricos de ilhas regu-
lares, existem tambem estados de Floquet associados a trajetorias caoticas. O
comportamento das quasi-energias em func~ao da variac~ao dos parâmetros da
perturbac~ao neste caso e qualitativamente semelhante ao dos sistemas conser-
vativos. Os dubletos pemanecem aproximadamente estaticos enquanto os \es-
tados caoticos" variam erraticamente sua posic~ao no espectro, algumas vezes
aproximando-se demais dos dubletos, transformando o tunelamento em um prob-
lema de três nveis. O forte acoplamento indireto dos estados do dubleto de
Floquet atraves dos \estados caoticos" pode levar a uma diminuic~ao do perodo
da oscilac~ao coerente entre as ilhas opostas [11]. Desta maneira, ca comprovado
um mecanismo de tunelamento assistido por caos para sistemas periodicamente
dependentes do tempo totalmente analogo aquele dos sistemas conservativos.
Outro efeito digno de nota e a supress~ao total do tunelamento observado por
F. Grossmann, T. Dittrich, P.Jung e P. Hanggi [9]. Este efeito esta associado
as raras ocasi~oes em que a perturbac~ao reduz a zero a separac~ao do dubleto,
tornando o tempo de oscilac~ao coerente do pacote de ondas innito.
CAPITULO 1. INTRODUC ~AO 9
1.4 Observac~oes experimentais do tunelamento
assistido por caos e do tunelamento dinâmico
As ultimas duas decadas viram rapidos avancos teoricas e uma serie de vericac~oes
numericas do tunelamento dinâmico, enquanto a area irm~a de tunelamento assis-
tido por caos tem experimentado a mesma efervescência nos ultimos dez anos. No
entanto, os sucessos na observac~ao experimental destes dois fenômenos comecaram
ha pouco mais do que três anos.
A primeira observac~ao do tunelamento assistido por caos foi feita no ano de
2000, utilizando a analogia otica da mecânica quântica. O sistema utilizado foi
uma cavidade de micro ondas super condutora com a forma de um bilhar anular
como aquele em [4]. Foram identicadas nos modos normais distribuic~oes de
quasidubletos fracamente acoplados aos nveis da regi~ao caotica, que serviram
como evidência de tunelamento entre toros do tipo \whispering gallery" [12].
O tunelamento dinâmico foi diretamente observado usando atomos ultra frios,
de maneira quase simultânea por dois grupos [13, 14]. Um deles [13], liderado
por W.K.Hesinger, sujeitou um condensado de Bose-Einstein a um potencial de
pêndulo periodicamente forcado obtido com uma onda estacionaria de luz peri-
odicamente modulada. Classicamente, o espaco de fase deste sistema apresenta,
para os parâmetros escolhidos pelo grupo experimental, duas ilhas regulares si-
metricamente dispostas no eixo de momento associadas a uma ressonância de
primeira ordem com a perturbac~ao . Para iniciar o movimento de oscilac~ao dos
atomos do condensado em um sentido preferencial (o que equivale a escolher uma
das ilhas regulares simetricamente dispostas), o potencial e deslocado adiabati-
camente. Fazendo medidas em instantes equivalentes do ciclo do movimento, ou
seja, espacados de multiplos do perodo da perturbac~ao e do movimento resso-
nante (de ordem 1), o resultado classicamente esperado seria detectar todos os
atomos movendo-se no sentido original. No entanto, em algumas medidas, a maior
parte dos atomos foram encontrados movendo-se no sentido oposto, ou seja, com
uma diferenca fase de  com relac~ao ao movimento classico. Isto equivale a dizer
ter havido uma migrac~ao entre as ilhas regulares ressonantes relacionadas por
simetria.
1.5 Objetivos Deste Trabalho
Nossa proposta neste trabalho foi estudar a inuência do caos sobre o tunelamento
de uma partcula. Uma das maiores diferencas com relac~ao aos estudos teoricos
anteriores e que utilizamos estados quânticos muito mais localizados, ou seja,
compostos por bem mais estados do que apenas um dubleto. Localizar o pacote
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e equivalente a escolher h relativamente pequeno mas n~ao desprezvel em relac~ao
as areas relevantes no espaco de fase (por exemplo, as areas das ilhas regulares),
ja que nosso pacote e de incerteza mnima. Isto corresponde ao regime semi-
classico para um problema deste tipo. Em um estado localizado n~ao esperavamos
identicar o tunelamento assistido por caos atuando de maneira clara, ja que a
dinâmica da func~ao de onda e determinada por um jogo complicado de dubletos
cujos respectivos jE+i e jE i podem estar sendo mais fortemente acoplados ou
menos em func~ao dos parâmetros da perturbac~ao.
Utilizamos como modelo um potencial anarmônico unidimensional perturbado
por um termo periodicamente dependente do tempo. O potencial foi escolhido
como uma func~ao par, quartica, com um termo quadratico negativo, de forma a
apresentar uma barreira entre dois mnimos locais. Este oscilador e n~ao integravel
em sua representac~ao classica e seu espaco de fase apresenta regi~oes caoticas e
regulares. Mais especicamente denimos:
V (x; t) =
x4
4
  2Vo(1 +  cos(!t))x2 + 4V 2o (1 +  cos(!t))2 (1.1)
A escolha particular da forma da dependência temporal foi feita para manter
o potencial sempre par com o ponto de maximo local sempre em x = 0, e a
oscilac~ao afetando bastante o topo da barreira. Neste trabalho tomamos V0 = 1 e
variamos apenas  (amplitude da oscilac~ao), ! (frequência angular da oscilac~ao)
e h. A massa da partcula pode ser considerada igual a 1 (um) sem perda de
generalidade.
A gura 1.3 mostra o potencial V (x; t) para alguns valores xos de t, ilus-
trando como ocorre a sua dependência temporal. Alem da oscilac~ao da barreira
ha tambem o deslocamento dos pontos de mnimo local ao longo do eixo. Veremos
adiante que as regi~oes caoticas concentram-se geralmente proximas ao topo da
barreira, o que torna o potencial bastante propcio para o estudo de tunelamento
caotico. O caso  = 0 corresponde a um potencial estatico e da origem a um
Hamiltoniano conservativo. Em uma dimens~ao, uma constante de movimento e
suciente para garantir a integrabilidade e por isto o caso  = 0 e integravel.
Nosso estudo de tunelamento na presenca de caos foi feito atraves da simulac~ao
numerica da evoluc~ao temporal de pacotes de ondas no potencial. Pensavamos
inicialmente fazer uma comparac~ao direta entre o tunelamento medido para difer-
entes valores n~ao nulos de  e ! e o tunelamento para  = 0. Acreditavamos que
assim seria possvel isolar a inuência do caos sobre o tunelamento. Percebemos
no entanto que os sistemas regular ( = 0) e misto ( 6= 0) s~ao por demais difer-
entes para permitir esse tipo de comparac~ao direta. O professor Alfredo Osorio
de Almeida, do Centro Brasileiro de Pesquisas Fsicas (CBPF), nos chamou a
atenc~ao para a importância de conhecer a porc~ao do pacote que atinge o outro
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Figura 1.3: Forma do potencial para diferentes valores de t e parâmetros V0 =
1; 0 = 0:25
lado da barreira apenas atraves do ganho de energia no sistema n~ao conserva-
tivo, e o professor Caio Lewenkopf, da Universidade Estadual do Rio de Janeiro
(UERJ), nos sugeriu a forma de realizar esse calculo. A comparac~ao entre o
transporte quântico total e o transporte classicamente permitido do pacote de
ondas revelou-se a mais interessante para este problema.
Houve varias etapas em nosso estudo do tunelamento caotico. A primeira foi
analisar a dinâmica classica e identicar as regi~oes de parâmetros ( e !) ade-
quadas para ilustrar o problema de interesse. Em seguida, estudamos o problema




  2x2 + 4 (1.2)
pois queramos inicialmente que servisse como modelo de tunelamento na ausência
de caos, mas tambem como o primeiro passo para conhecer o comportamento do
sistema quântico. Passamos depois ao calculo da propagac~ao de pacotes de ondas
no potencial dependente do tempo. Esta foi a etapa que apresentou maiores
diculdades numericas. Tentamos três vias diferentes antes de obtermos sucesso.
Por ultimo, realizamos o calculo do transporte classico dos pacotes de ondas que
sera descrito mais adiante.
Utilizamos sempre como estado inicial pacotes gaussianos normalizados de
mnima incerteza, com a forma
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onde x0 e p0 s~ao a posic~ao e momento do centro do pacote. As incertezas em x e









Estes s~ao estados coerentes do oscilador harmônico mas, ao propagarem em um
potencial quartico espalham, e o pacote eventualmente, atraves de multiplas re-
ex~oes nas paredes do potencial, perde a coes~ao, tendendo a distribuir-se uni-
formemente por toda a extens~ao do poco duplo.
Como nosso potencial e par, escolhemos lancar pacotes sempre do lado es-
querdo do eixo de simetria. Nossas simulac~oes foram feitas propagando pacotes
de ondas localizados dentro de ilhas regulares, variando a proximidade do centro
do pacote com a regi~ao de caos. Fizemos isto para alguns valores xos de  e !, e
em seguida comecamos a investigar a dependência do tunelamento com a largura
do pacote.
No captulo 2 descrevemos qualitativamente a dinâmica classica do poco du-
plo de potencial nos casos independente e dependente do tempo. Em seguida,
no captulo 3, abordamos a dinâmica quântica e os metodos numericos estuda-
dos para o calculo da propagac~ao do pacote de ondas no potencial dependente
do tempo. O captulo 4 e dedicado ao comentario de algumas peculiaridades do
tunelamento de pacotes de ondas e a denic~ao das grandezas de interesse dos re-
sultados. No captulo 5 apresentamos os resultados, comentarios e interpretac~oes.
Finalmente, no captulo 6 resumimos as conclus~oes do trabalho.
Captulo 2
A Dinâmica Classica
Vamos comecar o estudo da dinâmica classica do nosso modelo por uma breve
descric~ao do caso n~ao forcado,  = 0. Este caso e independente do tempo e
integravel.
V (x) = x
4
4
  2V0x2 + 4V 20
































Figura 2.1: Potencial independente do tempo e seu diagrama de fase.
O potencial V (x) tem três pontos de equilbrio: dois estaveis, no fundo de cada
poco e um instavel no topo da barreira. Como vemos no seu diagrama de fase,
gura 2.1, ha duas regi~oes isoladas entre si por uma separatriz. Cada uma delas
corresponde a movimento connado em um dos pocos. A separatriz e composta
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por três orbitas, o ponto de equilbrio instavel, x = 0; p = 0, e os dois lacos. Estes
correspondem ao movimento de uma partcula lancada com energia igual a do
maximo local, de uma posic~ao qualquer diferente de x = 0. S~ao orbitas abertas,
que requerem tempo innito para serem percorridas: jpj ! 0 para jtj ! 1. Se
escolhermos o sentido crescente para o tempo, o laco da esquerda e percorrido em
sentido horario enquanto que o da direita e percorrido em sentido anti-horario e
para t ! 1, p ! 0 por valores positivos. Se invertermos o sentido do tempo
os sentidos de percurso invertem-se e temos para t !  1, p ! 0 por valores
negativos. Cada um destes lacos e a junc~ao suave de uma variedade estavel e
uma instavel. Alem da separatriz est~ao as orbitas de partculas com energias
superiores a da barreira e que a cruzam livremente.
2.1 A Dinâmica Classica com Potencial Depen-
dente do Tempo
No caso  6= 0, o Hamiltoniano tem unicidade de soluc~ao apenas no espaco de fase
estendido, que inclui o tempo como coordenada. Por isto seu diagrama de fase
e tridimensional. E conveniente no entanto ter uma representac~ao bidimensional
da dinâmica, por isto utilizamos o recurso dos mapas estroboscopicos. Estes s~ao
obtidos propagando um reticulado de condic~oes iniciais no espaco de fase (x; p) e
registrando seu estado em multiplos do perodo T do Hamiltoniano. Sempre para
um instante t xo, temos o Hamiltoniano func~ao apenas de x e p, Ht(x; p). Visto
que HnT (x; p) e a mesma func~ao para qualquer n inteiro, todos os resultados
podem ser sobrepostos em um unico plano de fase (x; p).
Uma propriedade importante dos sistemas unidimensionais periodicamente
dependentes do tempo e que s~ao analogos a uma classe de sistemas bidimensionais
independentes do tempo, como vericamos a seguir.
Seja H um Hamiltoniano tal que:
H(x; p; t) = H(x; p; t+ T )





Seja F um Hamiltoniano de dois graus de liberdade (x; p; ; t), com a forma:
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onde ! = 2
T
e constante. A terceira das equac~oes acima nos da  = !t, portanto













O sistema H(x; p; t) periodico no tempo pode ser visto como um sistema de dois
graus de liberdade onde ( E) e t formam o segundo par de variaveis canônicas.
O mapa estroboscopico de H e exatamente o mapa de Poincare de F para  = 0.
2.1.1 Mapas Estroboscopicos
A gura 2.2 mostra exemplos de mapas estroboscopicos deste potencial que cor-
respondem a valores de  e ! para os quais ser~ao apresentados resultados de
tunelamento. O termo dependente do tempo tem o efeito de destruir a separa-
triz e criar em seu lugar uma regi~ao de caos. Proximo a cada um dos antigos
pontos de equilbrio estavel ha em geral uma regi~ao de movimento predominan-
temente regular chamada ilha n~ao ressonante, porque existe para uma faixa larga
de frequências; algumas vezes vamos designa-la tambem por ilha principal. A
medida em que a perturbac~ao e aumentada, os toros mais externos as ilhas n~ao
ressonantes s~ao destrudos, e o espaco de fase e cada vez mais tomado por caos.
Em alguns casos, o movimento caotico chega a dominar completamente a regi~ao
relevante do espaco de fase.
CAPITULO 2. A DINÂMICA CLASSICA 16















 = 0,5ω = 0,1; ∈
Posiç oa~















 = 2,3ω = 0,1; ∈
Posiç oa~











 = 4,3ω = 0,1; ∈
Posiç oa~















 = 8,2ω = 0,1; ∈
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Figura 2.2: Mapas estroboscopicos do potencial dependente do tempo. Nesta
gura podemos vislumbrar a grande variedade de comportamentos que o sistema
pode exibir. Estes mapas correspondem a valores de  e ! para os quais o tunela-
mento foi estudado.
Os mapas da gura 2.2 foram todos gerados para  = 0; 1, com a frequência
variando de maneira crescente. Do primeiro para o segundo mapa, ! = 0; 5 e
! = 2; 3 respectivamente, vemos a diminuic~ao do tamanho das ilhas n~ao resso-
nantes e o aumento da regi~ao de caos, como foi comentado. No entanto, nos dois
mapas seguintes vemos que as ilhas tornam a aumentar. Isto pode ser compreen-
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dido de maneira simples imaginando que, para frequências muito altas, a barreira
oscila tantas vezes durante o percurso da partcula que esta acaba por comportar-
se como se estivesse sujeita a um potencial medio xo, e o sistema aproxima-se do
comportamento integravel. A gura 2.3 ilustra esta observac~ao; ela mostra um
mapa estroboscopico feito para  = 0; 1 e ! = 16; 0, vemos que e bastante semel-
hante ao diagrama de fase do caso n~ao forcado, embora a perturbac~ao ainda
se manifeste nos toros segmentados que vemos como linhas pontilhadas e na
na faixa de caos que substitui a separatriz. Em uma vers~ao deste mapa estro-
boscopico mais densamente povoada de condic~oes iniciais, n~ao exibida aqui, e
possvel ver tambem cadeias de pequenas ilhas entre os toros integraveis. Assim,
como neste caso, para cada  xo ha um ponto a partir do qual incrementos na
frequência passam a ter o efeito de diminuir a perturbac~ao.















 = 16,0ω = 0,1; ∈
Posiç oa~
Figura 2.3: Este mapa estroboscopico ilustra o comportamento do Hamiltoniano
no limite de frequências altas. Vemos que ele se parece bastante com o diagrama
de fase do caso independente do tempo (gura 2.1).
Alem das ilhas associadas aos pontos de equilbrio, que existem para uma
faixa larga de parâmetros do Hamiltoniano, ha outras que aparecem devido a
ressonâncias entre a oscilac~ao do Hamiltoniano e o movimento das partculas,
batizadas de ilhas ressonantes [15], que s~ao extremamente sensveis as mudancas
na amplitude e na frequência da oscilac~ao. Elas podem ser vistas em todos os
mapas com excec~ao de ( = 0; 1; ! = 0; 5) e ( = 0; 1;! = 16; 0). Isto no entanto
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n~ao quer dizer que n~ao existam nestes dois casos. Podem ser pequenas demais
para serem vistas ou mesmo pequenas demais para serem detectadas dentro do
limite de precis~ao do integrador numerico. Ou podem simplesmente ter escapado
a malha de condic~oes iniciais. Como uma observac~ao emprica, podemos dizer
que as ilhas ressonantes s~ao mais comuns para altas frequências, ja que pequenos
perodos favorecem ressonâncias.
No centro de cada ilha regular, ressonante ou n~ao, ha uma orbita periodica,
que pode ser vista no mapa estroboscopico (quando se acerta a condic~ao inicial)
como um ponto ou, quando a ordem da ressonância e maior do que um, como um
conjunto discreto de pontos, cada um no centro de uma ilha. As demais curvas
fechadas s~ao sec~oes de cilindros topologicos no espaco de fase estendido sobre os
quais as orbitas regulares s~ao connadas.
As ilhas ressonantes aparecem em famlias, com numero de elementos igual
a ordem da ressonância. Elas s~ao geradas pelas mesmas orbitas e representam
sec~oes diferentes de um mesmo cilindro topologico. Na gura 2.4 vemos o nasci-
mento e o desenvolvimento de duas famlias simetricas destas ilhas, cada uma
com dois elementos (associadas portanto a uma ressonância de ordem dois). E
interessante ter a comprovac~ao visual de que mesmo em um sistema cujo com-
portamento muda de maneira aparentemente aleatoria, e t~ao bruscamente com
os parâmetros, as modicac~oes têm lugar de maneira suave. Podemos pensar a
sequência de mapas exibida nesta gura como tendo incio com o terceiro mapa
da gura 2.2, que corresponde a ! = 4; 3, e nalizando com o ultimo mapa da
mesma gura, que corresponde a ! = 8; 2. No primeiro, o nascimento das ilhas
pode ser visto como quatro estreitas rarefac~oes no mar de caos, em torno das ilhas
n~ao ressonantes. Na gura 2.4 vemos como elas gradualmente ganham denic~ao e
tamanho e v~ao preenchendo o espaco que as separa das ilhas n~ao ressonantes. No
terceiro mapa desta gura, vemos que os pontos da regi~ao caotica entre as ilhas
comecam a agrupar-se em torno de curvas, indicando que as orbitas concentram-
se em cascas cilndricas cada vez mais nas, ate que no quarto mapa, as ilhas
fundem-se a n~ao ressonante, e no quinto mapa, os dois pontos xos de segunda
ordem se fundem em unico ponto xo de primeira ordem. No quinto mapa, vemos
tambem o nascimento de um novo par de famlias simetricas, desta vez com três
elementos, que tambem se fundem a ilha principal dando origem a ressonancia
de terceira ordem de  = 0; 1 ! = 8; 2. Olhando com atenc~ao o mapa  = 0; 1,
! = 7; 5 (ultimo mapa da gura 2.4) vemos tambem os indcios do surgimento
da ressonância de ordem quatro que aparece como uma famlia bem denida em
 = 0; 1 ! = 8; 2. A presenca desta famlia nas proximidades das fronteiras entre
as ilhas n~ao ressonantes e o caos tera um efeito marcante sobre os resultados,
como veremos mais adiante.
Apesar de muito uteis, apenas os mapas estroboscopicos n~ao s~ao sucientes
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Figura 2.4: Esta sequência de mapas ilustra a suavidade das mudancas na
dinâmica do sistema misto, apesar da forma brusca como parece variar como
os parâmetros do Hamiltoniano. Vemos neste caso o processo de nascimento e o
desenvolvimento de uma famlia de ilhas ressonantes.
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para conhecer a dinâmica. Eles representam o sistema em um conjunto discreto
de instantes. Atraves deles e possvel identicar as condic~oes iniciais para as
quais o movimento e caotico e aquelas para as quais o movimento e regular. N~ao
e possvel no entanto conhecer as trajetorias.
2.1.2 Orbitas
Estamos particularmente interessados em saber se uma trajetoria e ou n~ao con-
nada a um dos pocos. Desejamos medir o tunelamento de pacotes de ondas
atraves da barreira, e ao fazer isso, e preciso garantir que o pacote esteja cen-
trado em condic~oes iniciais correspondentes a orbitas classicamente connadas.
Caso contrario, ao inves de tunelamento estaramos medindo transporte classica-
mente permitido e regular do pacote de ondas.
As orbitas do sistema dependente do tempo, como mencionado anteriormente,
desenvolvem-se em um espaco de três dimens~oes (x; p; t), por isto utilizamos como
representac~ao suas projec~oes no plano (x; p). A gura 2.6 mostra dois mapas,
gerados para  = 0; 35, com ! = 0; 883 e ! = 7; 45 respectivamente, e algumas
orbitas correspondentes. Vemos no mapa  = 0; 35;w = 0; 883 três ilhas de cada
lado da barreira. A orbita em vermelho corresponde a condic~ao inicial (x =
 1; 795; p = 0; 0), e a orbita em verde corresponde a condic~ao inicial simetrica
(x = 1; 795; p = 0; 0), que s~ao os pontos no centro das ilhas do meio de cada
poco, como indicado no mapa. Com esta representac~ao contnua no tempo do
movimento vemos que as condic~oes iniciais contidas nas ilhas centrais visitam
tambem a regi~ao do espaco de fase que, em multiplos do perodo do hamiltoniano,
e ocupada pelas ilhas mais externas, mas s~ao connadas pela barreira. Por sua
vez, as orbitas centrais das ilhas mais proximas do centro do potencial mostram
que estas ilhas s~ao criadas por trajetorias que s~ao alternadamente transmitidas
e reetidas pela barreira. E interessante notar a assimetria entre o afastamento
maximo alcancado de cada lado por esta orbita. Veremos mais tarde que isto se
reete na propagac~ao do pacote de ondas quântico.
O mapa  = 0; 35;! = 7; 45 mostra dez ilhas ressonantes claramente delimi-
tadas no mapa estroboscopico, três de cada lado do poco, dispostas ao redor da
ilha n~ao ressonante, duas centradas em x = 0 simetricamente dispostas no eixo do
momento, e duas bastante alongadas simetricamente dispostas no eixo da posic~ao.
Na gura ao lado vemos em azul a orbita da condic~ao inicial x = 0; 0; p = 4; 32
(meio da ilha superior centrada em x = 0), e em vermelho a orbita da condic~ao
inicial x =  0; 98; p = 0; 0, localizada no centro de uma das três ilhas ressonantes
contidas no poco esquerdo, a mais proxima de x = 0. Vemos que cada uma
destas duas orbitas têm orgem no centro de uma ilha, mas atravessam tambem
o centro de outras ilhas. A orbita em azul atravessa o centro das quatro ilhas
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mais externas e a orbita em vermelho atravessa o centro das três ilhas em torno
da ilha n~ao ressonante. Vericamos que podemos obter as orbitas representadas
escolhendo como condic~ao inicial o centro de qualquer das ilhas por elas atraves-
sadas. Assim, vemos que as dez ilhas ressonantes mencionadas dividem-se em três
famlias, uma formada pelas quatro mais externas e duas outras formadas pelos
dois conjuntos de três ilhas dispostas em torno das ilhas n~ao ressonantes de cada
lado da barreira. As ilhas de cada famlia s~ao formadas pelas mesmas orbitas, s~ao
sec~oes do mesmo cilindro que \serpenteia" pelo espaco de fase estendido, sendo
agrado em diferentes posic~oes. As famlias de ilhas aparecem quando a orbita
periodica a qual est~ao associadas (que e a orbita dos seus centros) e fruto de uma
ressonância de ordem superior a um. Assim, essa orbita precisa de mais de um
perodo do hamiltoniano para voltar ao mesmo ponto e o mapa estroboscopico
agra-a em diferentes posic~oes do espaco de fase.















 = 1,50 = -2,3; p0 = 2,3; xω = 0,1; ∈
Posiç oa~
Figura 2.5: Orbita de uma condic~ao inicial caotica para 1500 perodos do Hamil-
toniano. Vemos que uma unica orbita caotica eventualmente preenche todo o
mar de caos.
Na gura 2.5 vemos o mapa estroboscopico de uma unica orbita caotica no
potencial com  = 0; 1 ! = 2; 3 para x0 =  2; 3; p0 = 1; 5, 0 < t < 1500. Ela
preenche uniformemente a regi~ao de caos do espaco de fase. Este e o comporta-
mento geral das orbitas caoticas; no entanto, a transic~ao das orbitas regulares,
que em multiplos de T encontram-se sempre sobre uma curva, e as caoticas,
que mesmo em multiplos de T erram por uma regi~ao extensa do espaco de fase,
n~ao pode ser totalmente brusca. A gura 2.7 mostra que orbitas caoticas com
condic~oes iniciais bastante proximas de ilhas regulares circundam-nas por algum
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 = 4,320 = 0,0; p0x
 = 0,00 = -0,98; p0x
Figura 2.6: Mapas estroboscopicos e representac~oes contnuas de algumas orbitas.
Essa gura ilustra que nem sempre os mapas s~ao sucientes para compreender a
dinâmica. Nestes casos eles n~ao deixam claro quais ilhas correspondem a movi-
mento livre e quais a movimento connado.
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tempo antes de se afastarem. Esta informac~ao sera importante para a inter-
pretac~ao de alguns dos resultados. A direita, na mesma gura, vemos a energia
destas orbitas como func~ao do tempo, ilustrando que a energia inicial de uma
partcula classica ou a inicial media de um pacote de ondas quântico n~ao e um
parâmetro muito util neste sistema. A partcula ou o pacote, pode ganhar ou
perder energia no potencial dependente do tempo de uma forma complicada.
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 = 1,50 = -2,3; p0 = 2,3; xω = 0,1; ∈
Figura 2.7: Algumas orbitas do segundo mapa da gura 2.2 e suas energias
como func~ao do tempo. O primeiro graco mostra uma orbita no limite de
uma ilha regular e, os dois seguintes, orbitas da regi~ao caotica. Vemos que uma




3.1 Caso Independente do Tempo
Analogamente ao que zemos ao considerar a dinâmica classica no captulo an-
terior, vamos comecar o estudo da dinâmica quântica pelo caso  = 0, em que o
potencial e independente do tempo.
Resolvemos o problema da propagac~ao de um pacote de ondas no potencial
dado pela express~ao (1.2) diagonalizando o Hamiltoniano. Para isto primeira-
mente calculamos os elementos de matriz do Hamiltoniano na base do poco de










A forma simples das auto func~oes do poco quadrado facilita os calculos en-
volvidos.
Um aparente empecilho para a diagonalizac~ao numerica e o fato das rep-
resentac~oes matriciais deste Hamiltoniano serem innitas, ja que n~ao ha limite
maximo para as energias permitidas ao oscilador. No entanto essa representac~ao
pode ser truncada, porque so estamos interessados em escrever com precis~ao
estados com energia comparavel a da barreira. Efetuamos numericamente a di-
agonalizac~ao da matriz truncada [16] na base do poco quadrado innito. Para
selecionar os auto estados obtidos com boa precis~ao, repetimos a diagonalizac~ao
incluindo um numero maior de elementos e encontramos o auto estado de maior
energia para o qual os resultados coincidem.
Para escolher a largura L do poco quadrado de maneira adequada, estimamos
a energia do maior auto estado do poco quartico que desejavamos obter na diag-
onalizac~ao, antes da selec~ao por convergência. Atribumos a L o valor da largura
do potencial quartico para essa energia. Desta maneira, ao construir os auto
25
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estados de nosso potencial usando a base do poco quadrado garantimos que estes
se aproximem de zero alem dos limites do potencial [17].
Com os auto vetores obtidos atraves da diagonalizac~ao , reconstrumos as auto





onde fC1l; C2l; C3l;   g s~ao os elementos do l-esimo auto vetor. Escrevemos o
pacote de ondas no instante zero, f(x; 0), na base f	lg, e assim pudemos calcular












Para isto e preciso calcular os numeros fDlg, os componentes de f(x; 0) na base

























A gura 3.1 mostra uma propagac~ao obtida atraves da tecnica que acabamos
de expor. Utilizamos h = 0; 0144, a = 0; 12, posic~ao inicial x0 =  2; 0 e momento
inicial p0 = 2; 0. O pacote tem portanto energia 2, enquanto a altura da barreira
e 4. Substituindo estes valores em (1.3) chegamos a func~ao de onda inicial:













Nesta propagac~ao e interessante notar que o pacote permanece connado a seu
poco de origem e que sua oscilac~ao e razoavalmente coerente, nisto seu compor-
tamento assemelha-se ao de uma partcula. Esta ultima constatac~ao e bastante
satisfatoria ja que desejamos utilizar estes pacotes para representar a propagac~ao
de partculas no potencial e estudar seu tunelamento.
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t = 0.8 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~












t = 2.0 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~












t = 3.2 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~












t = 4.4 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~












t = 5.6 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~












t = 6.8 
 = 0.0; P0 = 2.0∈
Posiç oa~
Figura 3.1: Propagac~ao de um pacote de ondas do tipo express~ao (1.3) com
h = 0; 0144, a = 0; 12, x0 =  2; 0 e p0 = 20 (E0 = 2; 0)
3.2 A Dinâmica Quântica com Potencial Depen-
dente do Tempo
Includa a dependência temporal no Hamiltoniano ja n~ao existem auto func~oes
para serem utilizadas como base reduzindo as contas da propagac~ao de pacotes
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a operac~oes algebricas. A seguir expomos brevemente os três metodos testados
para resolver o problema.
3.2.1 Estados de Floquet
Nossa primeira tentativa foi resolver diretamente (numericamente) a equac~ao de
Schrodinger dependente do tempo fazendo uso do teorema de Floquet para sis-
temas de equac~oes diferenciais ordinarias lineares com coecientes periodicamente




X(t) = H(t)X(t) (3.1)
onde H(t) e uma matriz periodica de perodo T .
Procuramos uma soluc~ao principal da matriz acima, isto e, uma matriz soluc~ao
X(t) com determinante 1(um). Desta maneira suas colunas ser~ao uma base
ortonormal para as soluc~oes do problema.
O teorema de Floquet citado acima garante que as equac~oes da forma (3.1)
admitem soluc~ao com determinante diferente de zero da forma:
F (t) = (t)e iQt (3.2)
onde  e uma matriz de func~oes periodicas em t com perodo T , e Q e uma matriz
diagonal constante. Para F (t) unitaria a matriz Q e real, pois:
F (t+ T ) = (t)e iQte iQT = F (t)e iQT
F y(t + T ) = eiQ
tF y(t)
F 1(t+ T ) = eiQtF 1(t)
)
) Q = Q
Resolvemos a equac~ao de Schrodinger procurando uma soluc~ao da forma (3.2)
para um Hamiltoniano particular [7].
Escrevendo F (t) e H(t) em serie de Fourier e impondo que satisfacam (3.1),
obtemos um sistema linear innito independente do tempo que pode ser visto
como um problema de autovalores. Assim teremos substitudo um sistema nito
periodicamente dependente do tempo por um sistema innito independente do
tempo, passvel de ser diagonalizado diretamente de maneira aproximada. A
partir das soluc~oes deste encontramos as soluc~oes do problema original.










onde os ndices gregos indicam estados do sistema fsico e os romanos indicam
coecientes de Fourier. Impomos que H e F satisfacam (3.1)
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i d
dt
F = (H  F )
o que resulta na equac~aoX
n






Igualando coecientes de Fourier obtemos o sistema linear
X
k
[Hn k + nwÆÆnk]| {z }
HF
F k = qF
n
 (3.3)
HF pode ser visto como a representac~ao matricial de um operador onde  e k s~ao
ndices de coluna e  e n s~ao ndices de linha. Chamamos HF de Hamiltoniano
de Floquet.
Em um exemplo 2 2 ca mais claro em que base sugerimos que seja escrito




































O vetor jni e innito e pode ser dividido em blocos de tamanho igual a
dimens~ao do problema original, cada bloco correspondendo a um coeciente de
Fourier. Os blocos com ndice diferente de n s~ao compostos por zeros e o bloco
com ndice n e igual ao vetor .
Olhando para a equac~ao (3.3), que da os elementos de HF , vemos que apenas
os diagonais dependem de n. Os demais dependem da diferenca n   k. Se
ordenarmos as linhas e colunas de HF de tal forma que os ndices de estado fsico
( e ) assumam todos os valores possveis antes que os ndices de Fourier (n e
k) sejam incrementados, obtemos uma matriz composta por blocos de dimens~ao
igual a de H.
Prosseguindo com o exemplo, se








HF = Hn k + nwÆÆnk
b 0 0 0 0 0 0 0 0
E   2w 0 0 b 0 0 0 0 0
0 E   2w b 0 0 0 0 0 0
0 b E   w 0 0 b 0 0 0
b 0 0 E   w b 0 0 0 0
0 0 0 b E 0 0 b 0
0 0 b 0 0 E b 0 0
0 0 0 0 0 b E + w 0 0
0 0 0 0 b 0 0 E + w b
0 0 0 0 0 0 0 b E + 2w
Vemos que somar p!  I a HF , onde p e um inteiro, equivale a realizar uma
translac~ao diagonal da matriz. Portanto, se  for um autovalor de HF ,  +
pw tambem sera, ja que substituir um pelo outro deixa inalterada a equac~ao
caracterstica. Assim, os autovalores de HF , innitos em numero, podem ser
agrupados em famlias. Dentro de uma mesma famlia, os autovalores diferem
apenas por multiplos inteiros de !; para conhecer toda uma famlia basta conhecer
um de seus elementos. Esperamos que o mesmo aconteca com os autovetores
associados a esses autovalores. Vemos na equac~ao (3.3) que os q s~ao autovalores
de HF , logo ha uma famlia para cada q, e os F
n
 s~ao os componentes dos seus
autovetores associados. Veremos a seguir que autovetores associados a membros
de uma mesma famlia diferem apenas por uma translac~ao dos elementos.
Para simplicar a notac~ao denimos:
q + nw  n,
jni  autovetor associado a n
Assim, podemos escrever:
HF j(m+p)i = (q + (m + p)!)j(m+p)i
(HF   p!  I)j(m+p)i = (q +mw)j(m+p)i
mas (HF  p! I) e apenas HF transladada p blocos para baixo, assim a equac~ao
acima e o mesmo que
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HF j p(m+p)i = mj p(m+p)i
onde j p(m+p)i denota o vetor j(m+p)i transladado p blocos para cima.
Como o polinômio caracterstico de HF e composto apenas por monômeros,
n~ao ha autovetores degenerados, portanto j p(m+p)i = jmi, ou seja,
hn+ pj(m+p)i = hnjmi
Basta lembrar que hn+ pj e hnj trasladado de p blocos.
Como dito anteriormente, F n s~ao os componentes do autovetor associado
ao autovalor q, isto e, F
n
 = hnj0i a n~ao ser, possivelmente por uma fase.
No entanto, qualquer dos autovetores de uma mesma famlia e seu respectivo




















Na verdade isto n~ao e surpreendente ja que uma vez identicada uma famlia de
autovalores a escolha daquele a ser denominado q e arbitraria.
Para que este metodo possa ser utilizado, e preciso que o erro no calculo dos
autovalores seja muito menor que w, ja que deve ser possvel identicar diferencas
de multiplos de w entre os autovalores para que possam ser agrupados em famlias.
Ao utilizar este metodo, nossos resultados caram muito aquem do esperado
e n~ao obtivemos precis~ao suciente para fazer a separac~ao em famlias. Acredi-
tamos que isto se deve ao fato de nosso Hamiltoniano dependente do tempo ser
o truncamento de um Hamiltoniano de dimens~ao innita e ter ja por si dimens~ao
em torno de 500. Pudemos adicionar apenas poucos termos da serie de Fourier,
ja que cada novo par de termos representa um acrescimo de 1000 na dimens~ao do
problema. Este metodo e mais adequado para problemas de dimens~ao baixa [7].
3.2.2 Discretizac~ao da Equac~ao de Schrodinger
Este metodo consiste em aproximar a equac~ao de Schrodinger por uma equac~ao
de diferencas nitas. Sua soluc~ao e uma func~ao de onda discretizada no tempo e
no espaco. Ou seja,
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 (x; t)!  nj
onde j denota a posic~ao espacial e n o instante de tempo.




pontos consecutivos no espaco discretizado, (j   1), j, (j + 1). Pelo teorema do











 j+1    j
x
Usando mais uma vez o teorema do valor medio podemos armar que ha um














 j+1   2 j +  j 1
(x)2
Aproximamos  00j por esse valor. Esta aproximac~ao e correta ate ordem de x,
como pode ser visto atraves do raciocnio a seguir:
















Somando as duas express~oes e colocando  j00 em evidência obtemos
 00j =





Aproximamos ent~ao a ac~ao de H sobre  por
H j =
 j+1   2 j +  j 1
(x)2
  Vj j
Neste tratamento o tempo tambem e uma variavel discreta. Para encontrar
a evoluc~ao temporal de  , fazemos a aproximac~ao de que o Hamiltoniano e con-
stante entre dois instantes n e n+ 1 e portanto  n+1 esta relacionado a  n por
 n+1 = e
 iHnt
h  n (3.4)
Utilizaremos apenas a aproximac~ao de primeira ordem em H da exponencial,
e
 itH
h ' 1  itH
h
(3.5)
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no entanto este operador n~ao e unitario, e portanto e inadequado para para
produzir a evoluc~ao temporal de um pacote de ondas. Se rescrevermos a equac~ao
(3.4) antes de tomar a aproximac~ao linear:




2h ) 1 n (3.6)







E facil ver que este operador de fato e unitario pois os dois termos comutam
fazendo com que U y = U 1











Podemos escrever (3.6) como
e
iHnt
2h  n+1j = e
 iHnt
2h  nj








e utilizando a aproximac~ao discreta de H e agrupando termos:
 iht
4m(x)2





V nj ] 
n+1
j   iht4m(x)2 n+1j 1
=  iht
4m(x)2
 nj+1 + [1  iht2m(x)2   it2h V nj ] nj + iht4m(x)2 nj 1 (3.8)
A partir do estado inicial (n = 0; t = 0), calculamos os  1j ; a partir dos  
1
j ,
calculamos os  2j ; e assim por diante. Em geral, a partir da func~ao de onda no
instante n, calculamos a func~ao de onda no instante n + 1. Para tornar mais
explcita a forma como e feito esse caculo, denimos as variaveis auxiliares:
   iht
4m(x)2







nj    nj+1 + (nj ) nj    nj 1 (3.9)
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onde as denic~oes envolvem apenas grandezas conhecidas. A equac~ao (3.8) ca









e pode ser representada por um sistema tridiagonal.
0
BBBBBBBB@
n1  0 0 0   
 n2  0 0   
0  nj  0   






















Assim, para calcular a func~ao de onda em um instante t, e preciso resolver
repetidas vezes um sistema tridiagonal usando cada vez o vetor dos  n+1 fornecido
como resultado para calcular os novos n+1.
O livro Numerical Recipies in C [16] contem rotinas para resolver os sistemas
tridiagonais.
Este metodo e, em princpio, aplicavel tanto para o caso independente do
tempo quanto para o caso dependente do tempo. Comecamos testando-o para o
caso independente do tempo e comparando os resultados com aqueles obtidos a
partir da diagonalizac~ao direta do Hamiltoniano. Obtivemos resultados bastante
satisfatorios para momentos baixos, mas para momentos altos, o metodo mostrou-
se inadequado.
O terceiro e ultimo metodo que sera apresentado a seguir tambem faz uso
da aproximac~ao do operador de evoluc~ao temporal entre instantes proximos por
e
 iHt
h , mas n~ao o aproxima mais uma vez por um operador linear.
3.2.3 Soluc~ao da Equac~ao de Schrodinger via FFT
Neste metodo, a integral envolvida no calculo do estado de um sistema no instante
t,  (t; x), a partir de seu estado no instante inicial t0,  (t0; x), e reduzida a
um numero grande de integrais do tipo transformada de Fourier. Ganhamos
assim a possibilidade de utilizar os algortmos FFT (Fast Fourier Transform) na
integrac~ao [16].
Um sistema cujo estado inicial e descrito na representac~ao de posic~ao pela
func~ao  (x; t0) encontra-se no instante t em um estado descrito pela func~ao
 (x; t) = hxj ti = hxjU(t; t0)j t0i (3.10)
onde U e o operador de evoluc~ao temporal. Quando o Hamiltoniano que carac-
teriza o sistema independe do tempo, podemos escrever
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onde Dt = t t0
N
. Para Hamiltonianos dependentes do tempo, esta express~ao n~ao
e mais valida, mas podemos aproximar o operador de evoluc~ao temporal por:







onde  e o operador de ordenamento temporal.
Se o Hamiltoniano for do tipo H = p
2
2m
+ V (x; t), cada termo do produtorio








 iV (t0 + nDt)Dt
h
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O metodo para calcular  (t) usando FFT comeca pela inserc~ao no lado direito
de (3.10) de um operador identidade na base x e outro na base p, usando a



























h  0(x1) (3.13)
Considerando isoladamente as func~oes com dependência em x1, vemos que a inte-









Os passos seguintes consistem em inserir alternadamente identidades nas bases
x e p, entre os termos do produtorio (3.11) usando tambem alternadamente as
aproximac~oes (3.12).
























































A situac~ao agora e a mesma do primeiro passo, equac~ao (3.13). Para prosseguir
inserimos uma identidade na representac~ao x e assim por diante, reduzindo cada
par de passos no tempo a uma transformada de Fourier e uma transformada
inversa.
Na gura 3.2, vemos a propagac~ao de um pacote de ondas no potencial de-
pendente do tempo calculada via FFT. A condic~ao inicial do centro neste caso
e ( 0; 928; 0; 0), os parâmetros do Hamiltoniano s~ao  = 0; 35 e ! = 0; 883,
os mesmos utilizados para gerar o primeiro mapa estroboscopico da gura 2.6.
Atraves desse mapa conhecemos a dinâmica classica a qual o pacote esta sujeito
e, no graco ao lado do mapa, a orbita classica do centro do pacote esta represen-
tada em azul. A propagac~ao do pacote quântico reproduz algumas caractersticas
marcantes da orbita classica, como sua assimetria no afastamento maximo com
relac~ao a barreira e a alternância entre reex~ao e transmiss~ao. Esta e uma com-
provac~ao de que nossos pacotes localizados s~ao boas representac~oes quânticas de
partculas e que de fato estamos no regime semiclassico do nosso modelo.
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t = 0.3 t = 0.6 t = 0.9 t = 1.2
t = 1.5 t = 1.8 t = 2.1 t = 2.4
t = 2.7 t = 3 t = 3.3 t = 3.6
t = 3.9 t = 4.2 t = 4.5 t = 4.8
t = 5.1 t = 5.4 t = 5.7 t = 6
t = 6.3 t = 6.6 t = 6.9 t = 7.2
t = 7.5 t = 7.8 t = 8.1 t = 8.4
Figura 3.2: Propagac~ao de um pacote de ondas incialmente centrado em
( 0; 928; 0; 0) no potencial dependente do tempo com  = 0; 35, ! = 0; 883.
Nesta propagac~ao vemos a mesma assimetria no afastamento maximo da bar-
reira que pode ser observada na orbita classica da condic~ao inicial do centro do
pacote (em azul no segundo graco da esquerda para a direita na gura 2.6).




Ao estudar o comportamento de uma onda plana na presenca de uma barreira de
potencial, as energias desta e daquela podem ser comparadas diretamente, ja que
a uma onda plana esta associada uma unica energia. Para medir o tunelamento de
uma onda com energia inferior a de uma barreira, e suciente medir a transmiss~ao,
pois o tunelamento e o unico efeito atraves do qual esta e possvel. O caso dos
pacotes de ondas e diferente. Eles s~ao em geral compostos por diversos estados
quânticos com energias distintas. Por isto, ao medir a transmiss~ao, o que se
obtem na verdade e uma mistura de tunelamento e transporte classicamente
permitido das componentes do pacote com energia superior a da barreira. Para
sistemas dependentes do tempo, este quadro agrava-se porque o pacote de ondas
pode ganhar energia durante a propagac~ao, passando a ter uma contribuic~ao
maior de componentes de alta energia. Neste trabalho, quando estudamos o
caso independente do tempo, foi possvel encontrar a decomposic~ao do pacote
na base de auto estados do Hamiltoniano e assim controlar a contribuic~ao dos
estados de energia alta no transporte do pacote de ondas atraves da barreira.
No caso dependente do tempo no entanto, n~ao trabalhamos com os estados de
Floquet, e por isto n~ao pudemos fazer o controle atraves de uma decomposic~ao
analoga. A soluc~ao, sugerida pelo Prof. Caio Lewenkopf (UERJ), foi denir uma
representac~ao classica do pacote de ondas, e comparar a sua propagac~ao com a
propagac~ao quântica.
Em nossas simulac~oes lancamos sempre os pacotes do poco esquerdo e de-
nimos o transporte quântico como a integral da porc~ao do pacote a direita do
maximo da barreira, como ilustra a gura 4.1. Como o pacote esta em movimento,
esta integral assume um valor diferente em cada instante, e nos zemos medidas
do transporte em func~ao do tempo. Vale lembrar que a perturbac~ao dependente
do tempo foi escolhida de forma a manter o ponto de maximo da barreira xo
em x = 0 em todos os instantes.
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Figura 4.1: Denic~ao do transporte quântico: a integral da porc~ao do pacote a
direita do maximo da barreira em cada instante.
Nossa analogia classica do pacote de ondas e um ensemble de sistemas idênticos
nos quais propagam simultaneamente partculas materiais com condic~oes iniciais
em todos os pontos do espaco de fase, seguindo uma estatstica dada pela func~ao
de (x; p) tal que: sua integral em x e o modulo ao quadrado do pacote de ondas
na representac~ao p e sua integral em p e o modulo ao quadrado do pacote de on-
das na representac~ao x. Na pratica denimos discos no espaco de fase dentro dos
quais escolhemos um conjunto uniformemente distribudo de condic~oes iniciais,
e atribumos a cada uma delas um peso de tal forma a simular a estatstica do
ensemble, ou seja, igual ao valor da func~ao descrita acima, naquele ponto. Para
medir o transporte classico, propagamos cada uma delas utilizando um integrador
tipo Runge Kuta de quarta ordem [16], e identicamos a cada instante as que se
encontram a direita da barreira, somamos seus pesos e dividimos pela soma total
dos pesos de todas as condic~oes iniciais sendo propagadas. A gura 4.2 mostra
duas ilustrac~oes esquematicas do pacote classico. Os estados iniciais aparecem
em vermelho e os estados em instantes posteriores em preto. No primeiro caso (a
esquerda) para o instante registrado nenhuma condic~ao inicial atravessa a bar-
reira e portanto o transporte classico e nulo. No segundo caso uma boa parte
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das partculas atravessa a barreira. O transporte classico e a soma dos pesos de
todas elas normalizado pela soma total dos pesos.
































Figura 4.2: Esquema da representac~ao classica do pacote de ondas. Em vermelho
est~ao os estados iniciais e em preto os estados em instantes posteriores. A cada
ponto representado e associado um peso. No diagrama a esquerda nenhuma das
condic~oes iniciais ultrapassa a barreira no intervalo de tempo transcorrido. No
diagrama a direita o transporte classico e a soma dos pesos de todos os pontos
que se vêem alem de x = 0.
Nos trabalhamos com pacotes gaussianos de incerteza mnima:













Ou, no espaco p:














Isto dene o peso de cada condic~ao inicial do ensemble classico como:
g(x; p) =  
1







onde b = h
a
.
Os pesos s~ao denidos em t = 0 e cada elemento do ensemble mantem o seu
para todo o tempo. Assim, o transporte classico no instante t e dado por:


























5.1 Pacotes de ondas localizados: propagac~ao
de partculas
Neste trabalho propusemo-nos a estudar a inuência do caos sobre o tunelamento
de pacotes de onda localizados, que podem ser vistos como a representac~ao semi-
classica de uma partcula. Nesta sec~ao apresentaremos resultados de transporte
classico e quântico para estados deste tipo. Utilizaremos os seguintes parâmetros
na express~ao (1.3):
h = 0; 0144; a = 0; 12 e b = 0; 12








Estes valores s~ao pequenos com relac~ao as larguras em x e p das ilhas n~ao resso-
nantes, que tipicamente variam entre 0; 3 e 2; 7, mas n~ao s~ao desprezveis se com-
parados a elas, isto e, os pacotes de onda s~ao pequenos mas n~ao pontuais. Como
nosso potencial e simetrico pudemos lancar sempre os pacotes do lado esquerdo
da barreira sem perda de generalidade.
Apresentaremos dados para  = 0; 1 e cinco valores distintos de frequências:
! = 8; 2; ! = 2; 4; ! = 2; 3; ! = 4; 3; ! = 0; 5, e tambem para o caso integravel
 = 0; 0. Em todas as simulac~oes posicionamos nossos pacotes inicialmente sobre
a coordenada x da orbita periodica n~ao ressonante, isto e, xada uma frequência
e portanto um mapa estroboscopico (uma vez que xamos  = 0; 1), situamos os
pacotes iniciais com coordenada x igual a do centro das ilhas n~ao ressonantes a
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esquerda. Variamos a coordenada p inicial do centro do pacote e dessa maneira
investigamos seu comportamento em func~ao da proximidade da regi~ao caotica.
Antes de cada conjunto de gracos de transporte exibimos o mapa estro-
boscopico ao qual correspondem e tambem uma ampliac~ao da regi~ao deste de
onde s~ao lancados os pacotes. Nesta ampliac~ao os pacotes lancados est~ao repre-
sentados por crculos de raio igual a semi-largura 0; 12(= a = b).
Contrario as nossas expectativas, observamos em todos estes casos que, de
uma forma geral, o transporte classico supera o quântico. Esperavamos encon-
trar uma tendência oposta, ja que existem dois mecanismos contribuindo para o
transporte quântico, a passagem da porc~ao do pacote com energia superior a da
barreira e o tunelamento, enquanto classicamente apenas o primeiro e permitido.
Este fenômeno pode ser entendido se lembrarmos que para uma onda plana e
uma barreira quadrada a taxa de tunelamento e de apenas 20% quando ambas
têm a mesma energia. Isto se deve a que componentes com energia logo acima da
barreira, que classicamente s~ao transmitidas, sofrem grande reex~ao quântica.
Percebemos que, para pacotes localizados, a regi~ao de interesse e a fronteira
entre caos e movimento regular. Muito abaixo dela n~ao ha transporte de nen-
hum tipo, pois a maior parte da gaussiana encontra-se inserida profundamente
na regi~ao regular e a probabilidade de tunelamento e muito pequena, assim como
a porc~ao com passagem classica permitida. Muito acima da barreira, os compor-
tamentos classico e quântico s~ao quase indistinguveis, ja que o movimento e livre
nos dois casos.
Frequentemente nos resultados, as formas das curvas de transporte como
func~ao do tempo classica e quântica s~ao bastante semelhantes e os gracos diferem
aproximadamente por um termo constante no eixo vertical. Atribumos isto ao
fato de o pacote localizado que utilizamos seguir bastante a trajetoria classica,
como foi mostrado em um exemplo no captulo 3, gura 3.2. Desta maneira os
pacotes classico e quântico atingem a barreira e afastam-se dela quase simultane-
amente, tendo opotunidades de passagem quase idênticas, levando as curvas de
transmiss~ao a terem picos e mnimos sobre os mesmos instantes de tempo.
Os resultados s~ao apresentados na forma de gracos de transporte  tempo,
havendo um graco para cada propagac~ao. Isto e, cada graco contem as curvas
de transporte quântico e classico para uma posic~ao inicial do centro do pacote.
Todos os parâmetros relevantes s~ao especicados no topo das guras.
E importante atentar para a escala do eixo de transporte que e peculiar a
cada gura, podendo diferir por varias ordens de grandeza entre elas. Na maior
parte dos gracos o transporte e exibido para o intervalo de tempo [0; 30], mas em
alguns casos este intervalo e [0; 60]. Para cada frequência exibimos propagac~oes
para condic~oes iniciais de momento espacadas uniformemente de 0; 1.
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5.2 Um caso particular: inuência das resso-
nâncias classicas.
Nesta sec~ao tratamos do caso em que  = 0; 1 e ! = 8; 2. A orbita periodica n~ao
ressonante a esquerda tem condic~ao inicial ( 1; 98; 0; 0), e o ponto de fronteira
diretamente acima desta posic~ao tem coordenada p = 2; 5. Ha tambem uma ilha
ressonante muito proxima a fronteira, que para x =  1; 98 tem limites p = 2; 6 e
p = 2; 7. Esta ilha forma parte de uma famlia com quatro elementos, associada a
uma orbita periodica ressonante de ordem quatro. A presenca desta ressonância
t~ao proxima a ilha principal afeta profundamente o transporte proximo a fronteira
e, como veremos, torna este um caso a parte dos demais.
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 = 2,20 = -1,98; p0 = 8,2; xω = 0,1; ∈
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 = 2,30 = -1,98; p0 = 8,2; xω = 0,1; ∈
2
Uma caracterstica marcante dos primeiros quatro gracos e o fato do trans-
porte classico ter incio notoriamente depois do quântico. E interessante notar
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 = 2,90 = -1,98; p0 = 8,2; xω = 0,1; ∈
8
que nestes casos as curvas classicas apresentam dois degraus, um menor em t = 21
e outro maior um pouco antes de t = 25 (note que do graco quatro em diante,
0  t  60 ), indicando a contribuic~ao de duas regi~oes disjuntas. A forma destas
curvas e extremamente semelhante e elas diferem basicamente por um fator de
escala. Nas curvas de transporte quântico dos gracos 2,3 e 4 vemos tambem
dois degraus, um perto de t = 11 e outro perto de t = 15, este ultimo pode ser
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Figura 5.1: Mapa estroboscopico para o intervalo [0; 150] das orbitas com
condic~oes iniciais ( 1; 98; 2; 55) representada por quadrados, e ( 1; 98; 2; 75),
representada por estrelas. Vemos que a primeira, que pertence a camada caotica
entre as ilhas, permanece connada, enquanto a outra atravessa a barreira varias
vezes.
identicado surgindo no graco 1, quase indistinguvel do eixo de posic~ao . Estes
degraus das curvas quânticas assemelham-se bastante aos das curvas classicas, a
n~ao ser por um fator de escala, principalmente no segundo. Isto so pode decorrer
de um efeito de tunelamento, ja que as porc~oes do pacote que tem transporte
classico permitido so atingem a barreira mais tarde.
Para explicar estas caractersticas, e preciso primeiro considerar o efeito da
famlia de quatro ilhas ressonantes dispostas ao redor da ilha principal, sepa-
radas dela por uma estreita camada de caos. Estas ilhas mostram que o cilindro
topologico ao qual est~ao connadas suas trajetorias envolve a ilha principal e a
camada de caos em uma espiral, realizando uma volta a cada quatro perodos
do Hamiltoniano. O cilindro forma uma especie de cerca de movimento reg-
ular em torno da regi~ao caotica que diculta a sua difus~ao, fazendo com que
suas condic~oes iniciais permanecam mais tempo connadas. Para ilustrar esta
tendência, exibimos na gura 5.1 um mapa estroboscopico de duas condic~oes ini-
ciais: (x =  1; 98; p = 2; 55), no interior da camada caotica entre as ilhas, e
(x =  1; 98; p = 2; 75), imediatamente acima da ilha ressonante, para o inter-
valo de tempo [0; 150]. Vemos que a orbita do interior da camada, cujos pontos
s~ao representados por quadrados, permanece connada, enquanto que a outra,
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representada por asteriscos, atravessa a barreira diversas vezes.
t = 6 t = 7 t = 8
t = 9 t = 10 t = 11
t = 12 t = 13 t = 14
Figura 5.2: Propagac~ao de um pacote de ondas com centro em ( 1; 98; 2; 4). O
pacote comporta-se como se houvesse uma pequena barreira em torno de x =
 0; 6. ESCALA: divis~oes maiores representam uma unidade, divis~oes menores
representam 0,5
Atentando para a escala dos primeiros gracos, vemos que o transporte ocorre
em ordem de grandeza 10 3. Observando tambem as condic~oes iniciais as quais
correspondem estes quatro casos, percebemos que, dentre as porc~oes dos pacotes
com transporte classico permitido, as mais signicativas s~ao por larga margem as
que se encontram sobre a camada inter-ilhas (os crculos representam a largura do
pacote, porem estes ocupam de fato uma regi~ao bem mais extensa). Com estas
duas informac~oes, e razoavel supor que o primeiro degrau das curvas de transporte
classico represente a passagem das condic~oes iniciais que se encontram alem de
todas as ilhas. Como as gaussianas s~ao quase nulas nessa regi~ao, o transporte
e bem pequeno. O segundo degrau parece ser efeito (quântico) da fuga de uma
CAPITULO 5. RESULTADOS 48
pequena parcela das condic~oes iniciais localizadas entre as ilhas. Isto nos leva
a interessante conclus~ao que a antecipac~ao do transporte quântico se deve ao
tunelamento entre duas regi~oes caoticas, uma parte do pacote de ondas consegue
passar da camada entre as ilhas para o mar de caos exterior. De fato, na gura
5.2, que representa alguns instantes na propagac~ao do pacote com condic~ao inicial
( 1; 98; 2; 4), vemos que o pacote comporta-se como se hovesse uma barreira
menor em torno de x =  0; 6, que e o limite direito em x da cadeia de ilhas
ressonantes. Na verdade, n~ao ha nenhum tipo de barreira, apenas um isolamento
classico parcial de duas regi~oes do espaco de fase.
Prosseguindo com a analise dos gracos, passamos ao quinto, que corresponde
a um pacote inicialmente centrado sobre o ponto de fronteira da ilha n~ao resso-
nante. Vemos que o transporte neste caso ocorre, para t = 30, em escala 10 2.
Isto esta em desacordo com o que observamos em todos os outros casos, onde o
transporte para as codic~oes iniciais aproximadamente sobre os pontos de fronteira
ocorre sempre em escala 10 1, como pode ser vericado nos exemplos da sec~ao a
seguir. Esta e uma diferenca marcante, apesar de n~ao ser possvel realizar uma
comparac~ao quantitativa rigorosa entre os dados para diferentes frequências, uma
vez que a forma das ilhas n~ao ressonantes varia. Isto e, ate para afastamentos
iguais do centro do pacote ao ponto de fronteira, a sua distribuic~ao entre regi~oes
regulares e caoticas nunca e a mesma. Vemos que o transporte classico so atinge
ordem 10 1 para p = 2; 7 (graco 6), sobre a fronteira da ilha ressonante. As-
sim, quanto a magnitude do transporte, este sistema comporta-se como se sua
fronteira entre caos e regularidade fosse a do cilindro ressonante.
A partir de p0 = 2; 6 (graco 5) torna-se aparente uma oscilac~ao de perodo
aproximadamente 6 nas curvas de transporte classico, cuja presenca pode ser
detectada tambem no transporte quântico, em forma residual nos gracos 5 e 6
(p0 = 2; 6 e p0 = 2; 7), e claramente nos gracos 7 e 8 (p0 = 2; 8 e p0 = 2; 8).
Atribuimos esta oscilac~ao a presenca de uma famlias de ilhas de ressonância
de ordem oito (isto e, famlias de oito ilhas cada uma) nas proximidades do pacote
inicial.




' 0; 766; e portanto, 8T = 6; 130
um valor certamente muito proximo do perodo que se observa nos gracos
Olhando cuidadosamente o mapa estroboscopico e possvel identicar seis das
ilhas desta famlia, duas com centros em x = 0 e momentos p = 1; 0 e p =  1; 0,
e outras quatro centradas em x =  1 x = +1, com p =  2; 3 e p = 2; 3. As
duas restantes est~ao imersas nas estreitas faixas de caos proximas aos extremos
em x do mapa, como pode ser comprovado na gura 5.3 que mostra o mapa
CAPITULO 5. RESULTADOS 49
estroboscopico para uma condic~ao inicial proxima ao centro de uma das ilhas
para oito perodos do Hamiltoniano.











 = 2,2760 = -1,085; p0 = 8,2; xω = 0,1; ∈
Posiç oa~
Figura 5.3: Mapa estroboscopico da condic~ao inicial ( 1; 081; 2; 276) para oitenta
perodos do Hamiltoniano, ou dez perodos da orbita periodica ressonante. Esta
condic~ao inicial pertence a uma das ilhas e vemos que a orbita passa sempre por
algum elemento da famlia.
Uma diferenca fundamental entre os pacotes classico e quântico, e o compor-
tamento esperado para tempos muito longos. Para o pacote quântico espera-se
o alargamento total, de forma que este se estenda por toda a amplitude do poco
duplo e seja igualmente provavel encontra-lo de um lado ou de outro da barreira.
Isto e, da forma como denimos o transporte quântico (ver express~ao 4.1), esper-
ariamos ver estas curvas tendendo ao valor 0; 5 para t grande. Em alguns casos o
tempo para que isto aconteca e demasiadamente longo, mas para os parâmetros
do Hamiltoniano que escolhemos nesta sec~ao, podemos ver uma situac~ao proxima
a que descrevemos, no graco 8 (p = 2; 9). Para o pacote classico esperamos que
apenas a parte com energia superior a da barreira se espalhe pelos dois pocos,
as componentes de menor energia permanecem innitamente connadas ao seu
poco de origem, enquanto que a porc~ao que e classicamente transmitida atinge
um equilbrio dinâmico entre componentes de um lado e de outro da barreira e
distribui-se uniformemente.
Nos três ultimos gracos, 6, 7 e 8 (p = 2; 7, p = 2; 8, p = 2; 9) vemos o pacote
classico bastante proximo deste equilbrio dinâmico, e percebemos tambem algo
que e bastante intuitivo: quanto mais lentamente se da o transporte, menos ele
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oscila acima do valor assintotico, ja que o pacote espalha muito antes de atravessar
a barreira.
5.3 Caos e tunelamento
Na sec~ao anterior observamos alguns efeitos bastante interessantes de tunela-
mento em um sistema misto. No entanto, devido as peculiaridades da dinâmica
classica, n~ao foi possvel observar isoladamente a inuência do caos sobre o tunela-
mento. Nesta sec~ao procuraremos mostrar algumas evidências desse tipo de
efeito.
Uma caracterstica dos sistemas caoticos e que os parâmetros do Hamiltoni-
ano costumam ter uma inuência dramatica sobre a dinâmica. Vericamos isto
atraves de exemplos no captulo 2. No nosso caso a amplitude e a frequência
de oscilac~ao afetam fortemente o tamanho das ilhas n~ao ressonantes assim como
determinam a existência, numero, localizac~ao e tamanho das ilhas ressonantes.
Percebemos que a primeira vista e difcil determinar ate mesmo se um movimento
ressonante e ou n~ao connado a um dos pocos. Sabemos que, apesar da forma
brusca com que o comportamento classico parece alterar-se com os parâmetros
e condic~oes iniciais, todas as mudancas se d~ao de maneira contnua. Assim, a
presenca de ilhas regulares afeta profundamente a dinâmica caotica nas suas prox-
imidades. Por estes motivos cou claro ao longo do nosso trabalho, que ha muito
pouco sentido em comparar diretamente os valores de transporte para parâmetros
diferentes do Hamiltoniano.
Como mencionamos na introduc~ao deste captulo, a transmiss~ao de um pacote
de ondas quântico atraves de uma barreira e uma mistura da passagem classica-
mente permitida de componentes de energia alta, com o tunelamento. Alem disto,
o tunelamento e t~ao mais favorecido quanto mais proximas estiverem as condic~oes
de propagac~ao daquelas classicamente permitidas. Isto e, mesmo uma onda plana
tunela mais quanto mais proxima for sua energia a da barreira. Percebemos que
a grandeza de interesse em nosso problema e a relac~ao entre transporte classico e
quântico de um dado pacote e para um dado conjunto de parâmetros. Ou seja, ao
olharmos resultados obtidos com parâmetros diferentes, estaremos interessados
em comparar algo como a raz~ao entre os transportes classico e quântico em cada
um dos casos, e a forma geral dos gracos, que como vimos na sec~ao anterior
contem bastante informac~ao sobre as peculiaridades de cada situac~ao. Por estes
motivos, nos restringiremos a uma analise qualitativa dos resultados. Veremos no
entanto que isto sera suciente para revelar algumas propriedades interessantes
do transporte de pacotes de onda localizados.
Apresentaremos resultados de transporte classico e quântico para  = 0; 1 e
frequências ! = 2; 4, ! = 2; 3, ! = 4; 3, ! = 0; 5, alem do caso integravel,  = 0; 0.
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O ordenamento foi feito de acordo com o tamanho das ilhas n~ao ressonantes, de
maneira crescente. Como mencionado no captulo 2, para  xo ha um ponto
a partir do qual incrementos de frequência podem ter o efeito de diminuir a
perturbac~ao. Vemos isto neste caso, em que ha mais movimento regular para
! = 4; 3 do que para ! = 2; 4 e ! = 2; 3 (ver os mapas estroboscopicos no incio
de 5.3.3, 5.3.1, 5.3.2 respectivamente).
Talvez a caracterstica mais marcante dos resultados que seguem e, como
haviamos antecipado no comeco da sec~ao, que o transporte classico supera o
quântico na maior parte das propagac~oes. De uma maneira geral, quanto mais
afastada e a condic~ao inicial do ponto de fronteira, maior e o transporte classico
se comparado ao quântico. A unica excec~ao discernvel a esta tendência ocorre
para as frequências ! = 2; 4 e ! = 2; 3 e momentos, distando em torno de 0,2 da
fronteira, p0 = 0; 2 e p0 = 0; 8 respectivamente (5.3.1 graco 1 e 5.3.2 graco 2).
Explicaremos estes casos mais adiante.
Tambem podemos dizer que, em geral, os transportes classico e quântico s~ao
t~ao mais semelhantes quanto mais caotico for o espaco de fase. Ha um exemplo
bastante claro disto nas propagac~oes de pacotes commomentos iniciais que distam
em torno de 0; 3 do ponto de fronteira, s~ao eles: (! = 2; 3; p = 0; 7), (! =
4; 3; p = 1; 4), (! = 0; 5; p = 2; 5), os primeiros gracos de 5.3.2, 5.3.3, 5.3.3
respectivamente. No primeiro caso, as curvas classica e quântica s~ao proximas e
sua diferenca pode ser estimada em torno de 10%, podemos ent~ao dizer, apenas
para efeito de uma comparac~ao aproximada, que o trasporte quântico representa
90% do classico. No segundo caso, ! = 4; 3, e bastante claro que o transporte
quântico representa pouco mais do que 25% do transporte classico, para ! = 0; 5
em torno de 10% apenas e para o caso regular 3%. Por mais inadequadas que
sejam estas analises percentuais, elas s~ao uteis para chamar a atenc~ao para a
diferenca marcante que ha entre os quatro casos.
Alem da tendência global comentada acima, vemos uma grande semelhanca
entre os casos ! = 0; 5 (5.3.4) e  = 0; 0 (5.3.5), principalmente se os gracos forem
vistos em escala de tempo apropriada. Isto e, comparando ! = 0; 5, p = 2; 5 e
p = 2; 6 (5.3.4 gracos 1 e 2) no intervalo 0  t  30, com  = 0; 0, p = 2; 5
p = 2; 6 (5.3.5 gracos 2 e 3) no intervalo 0  t  5, e ! = 0; 5 p = 2; 7 (5.3.4
graco 3) no intervalo 0  t  30 com  = 0; 0 p = 2; 7 (5.3.5 graco 4) no
intervalo 0  t  15.
A primeira observac~ao, sobre a dependência da diferenca entre os transportes
com relac~ao a distância da fronteira, aponta para o fato de haver reex~ao quântica
acentuada dos componentes do pacote com energia muito proxima da barreira.
Para condic~oes iniciais profundamente inseridas nas ilhas regulares, isto e, com
momentos baixos com relac~ao ao ponto de fronteira, apenas a porc~ao do pacote
muito proxima a fronteira contribui para o transporte. O tunelamento da parte
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dentro da ilha e mnimo devido a baixa energia, e a porc~ao do pacote mais
afastada da fronteira tem amplitude desprezvel e por isso n~ao contribui para
o transporte. Assim, como as unicas componentes participando do transporte
quântico sofrem reex~ao, os efeitos deste fenômeno se fazem notar de maneira
acentuada. Vemos um exemplo claro disto nos casos ! = 2; 3; p = 0; 8 e ! =
2; 4; p = 0; 2, (5.3.2 graco 2 e 5.3.2 graco 1) que mencionamos anteriormente
sem explicar. Nas ampliac~oes dos respectivos mapas estroboscopicos, onde est~ao
representados os pacotes iniciais, ca evidente como a curvatura acentuada das
fronteiras faz com que uma parte maior do pacote esteja em contato com elas. Isto
explica a reduc~ao acentuada no transporte quântico, que n~ao vem acompanhada
por efeito semelhante no transporte classico. Tambem explica porque, para as
propagac~oes em que o pacote e centrado sobre a fronteira, o transporte quântico
supera o classico de maneira menos acentuada do que se esperaria por motivo
que cara claro mais adiante.
A medida em que o momento e aumentado o pacote passa a ter amplitude
signicativa fora das imediac~oes da fronteira. Nesta regi~ao a reex~ao quântica e
menor, fazendo com que haja um aumento grande no transporte total, tornando
o efeito da fronteira menos perceptvel, embora n~ao menos presente.
Resumindo as observac~oes feitas nesta sec~ao, vimos nestes exemplos que quanto
maior a presenca de caos no espaco de fase, mais parecidos s~ao os transportes
classico e quântico; na ausência de caos o transporte quântico e muito inferior
ao classico. Alem disto, parece bastante claro que a diferenca entre os dois
transportes se deve a um efeito de reex~ao quântica das componentes do pacote
que classicamente s~ao transmitidas. A peculiaridade da reduc~ao do transporte
quântico devido a curvatura da ilha que ocorre para ! = 2; 4 e ! = 2; 3 (mapas e
ampliac~oes em 5.3.1 e 5.3.2) parece indicar que o caos tem pouco efeito no sentido
de amenizar este fenômeno.
Assim, podemos concluir que nos exemplos desta sec~ao observamos o favorec-
imento, pelo caos, do tunelamento das porc~oes dos pacotes situadas no interior
das ilhas. Nos casos ! = 2; 4 e ! = 2; 3 (5.3.1 e 5.3.2) a curvatura acentuada
das fronteiras fez com que os pacotes estivessem menos situados em seu interior,
reduzindo a manifestac~ao deste efeito.
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5.3.1 Caso 1:  = 0; 1; ! = 2; 4
Centro da ilha n~ao ressonante a esquerda: ( 2; 4; 0; 0),
Coordenada de momento do ponto de fronteira para x =  2; 4: p = 0; 37.















 = 2,4ω = 0,1; ∈
Posiç oa~














 = 2,4ω = 0,1; ∈
Posiç oa~
Tempo

















 = 0,20 = -2,4; p0 = 2,4; xω = 0,1; ∈
1 Tempo

















 = 0,30 = -2,4; p0 = 2,4; xω = 0,1; ∈
2
Tempo
















 = 0,40 = -2,4; p0 = 2,4; xω = 0,1; ∈
3 Tempo



















 = 0,50 = -2,4; p0 = 2,4; xω = 0,1; ∈
4
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5.3.2 Caso 2:  = 0; 1; ! = 2; 3
Centro da ilha n~ao ressonante a esquerda: ( 2; 3; 0; 0)
Coordenada de momento do ponto de fronteira para x =  2; 2: p = 1; 0.
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4
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5.3.3 Caso 3:  = 0; 1; ! = 4; 3
Centro da ilha n~ao ressonante a esquerda: ( 1; 92; 0; 0)
Coordenada de momento do ponto de fronteira para x =  1; 92: p = 2; 68.
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2
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5.3.4 Caso 4:  = 0; 1; ! = 0; 5
Centro da ilha n~ao ressonante a esquerda: ( 2; 1; 0; 0)
Coordenada de momento do ponto de fronteira para x =  2; 1: p = 2; 7.
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2
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 = 2,70 = -2,1; p0 = 0,5; xω = 0,1; ∈
3
5.3.5 Caso 5:  = 0; 0; dinâmica regular
Centro da ilha n~ao ressonante a esquerda: ( 2; 0; 0; 0)
Coordenada de momento do ponto de fronteira para x =  2; 0: p = p8 ' 2; 83.
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2
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5.4 Dubletos de Tunelamento
Nas simulac~oes feitas com pacotes localizados, pudemos observar o favorecimento
do tunelamento pelo caos. No entanto n~ao conseguimos detectar evidências
do mecanismo atraves do qual isto se da. Como nosso sistema e simetrico,
acreditavamos que a inuência do caos se manifestasse no alargamento dos duble-
tos de tunelamento, como exposto na introduc~ao. Para detectar diretamente este
efeito, zemos algumas simulac~oes com pacotes mais largos, com tamanho pare-
cido ao das ilhas regulares do mapa estroboscopico classico. Sabendo que exis-
tem estados de Floquet do sistema quântico localizados sobre as ilhas regulares,
imaginamos que alargando os pacotes localizados sobre as ilhas garantiramos
uma grande contribuic~ao desses estados na sua composic~ao. A seguir, exibimos
um resultado destas simulac~oes, obtido para  = 0; 1 e ! = 2; 3, parâmetros que
geram o mapa estroboscopico de 5.3.2, e




Estes valores de semi-larguras s~ao ainda um pouco menores do que os semi-
eixos da ilha regular, que e aproximadamente elptica, pois queramos um pacote
largo, mas tambem queramos limitar o transporte classicamente permitido de
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forma que os efeitos quânticos sobressassem.
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 = 0,00 = -2,3; p0 = 2,3; xω = 0,1; ∈
Figura 5.4: Curvas de transporte para um pacote centrado em ( 2; 3; 0; 0) com
a = 0; 283; h = 0; 26; b = 0; 943.
Como vemos na gura 5.4, o transporte classico atinge o equilbrio para t ' 40,
enquanto o quântico parece estar longe de estabilizar-se mesmo para t = 250. Na
curva quântica aparecem duas componentes oscilatorias de forma bastante dis-
tinta. Nos casos anteriores exibimos propagac~oes para intervalos de tempo muito
mais curtos. Para certifcarmo-nos de que n~ao estavamos observando um compor-
tamento caracterstico para tempos longos, repetimos um dos calculos da sec~ao
5.3.2 (graco 3) para o mesmo intervalo, o resultado esta exibido na gura 5.5. O
momento inicial utilizado foi p = 0; 9, e a posic~ao inicial, semi-largura e valor de
h s~ao os mesmos utilizados em 5.3.2. Fica claro que as oscilac~oes do transporte
observadas no caso do pacote largo n~ao est~ao presentes aqui. O fato de o trans-
porte quântico exceder o classico para tempos longos n~ao e surpreendente, ja que
como comentamos anteriormente, a situac~ao de equilbrio do pacote quântico e
o alargamento total e a distribuic~ao homogênea entre os dois pocos, enquanto
classicamente isto so ocorre para as porc~oes do pacote com energia mais alta.
Acreditamos que as oscilac~oes visveis no transporte do pacote largo sejam
a marca dos dubletos em sua composic~ao. A oscilac~ao de perodo maior esta
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 = 0,90 = -2,3; p0 = 2,3; xω = 0,1; ∈
Figura 5.5: Curvas de transporte para um pacote de ondas com semi-larguras
a = 0; 12; b = 0; 12, e h = 0; 0144, condic~ao inicial (-2,3, 0,9) para  = 0; 1 e
! = 2; 3.
provavelmente associada a presenca do dubleto do estado fundamental de Flo-
quet, enquanto que a de perodo menor, que pode ser vista com mais nitidez na
gura 5.6, corresponde a um dubleto com maior separac~ao entre as energias, ja
que o perodo depende inversamente do afastamento dos nveis. Uma forma de
testar estas suposic~oes e vericar a coerência do pacote pois, como discutido na
introduc~ao, as oscilac~oes associadas a dubletos s~ao coerentes. Na gura 5.7 vemos
o pacote de ondas em alguns instantes diferentes. O primeiro quadro mostra o
pacote nos instantes t = 24 e t = 62, dois maximos da oscilac~ao de perodo curto.
O segundo e o terceiro mostram os instantes t = 152, t = 244, e t = 150, t = 224
respectivamente, que s~ao maximos da oscilac~ao de perodo longo. No quadro dois,
os instantes correspondem tambem a mnimos da oscilac~ao curta e no quadro três
a maximos desta mesma oscilac~ao. Vemos que os pacotes correspondentes a fases
iguais da oscilac~ao curta s~ao muito semelhantes mesmo quando separados por
intervalos de tempo longos. Comparando estas guras com outras apresentadas
neste trabalho para pacotes de ondas localizados propagando por intervalos muito
mais curtos, percebemos o imenso ganho de coerência que ha neste caso.
CAPITULO 5. RESULTADOS 61
Tempo

















 = 0,00 = -2,3; p0 = 2,3; xω = 0,1; ∈
Figura 5.6: Curvas de transporte para um pacote centrado em ( 2; 3; 0; 0) com
a = 0; 283; h = 0; 26; b = 0; 943.
Detectamos portanto o mecanismo de tunelamento assistido por caos atuando
em nosso sistema. Parece ser este mesmo efeito que favorece o tunelamento
dos pacotes localizados. Nestes ultimos casos no entanto, sua manifestac~ao e
atenuada pela presenca de muitos nveis, que dependem de maneira diferente
dos parâmetros do Hamiltoniano. A composic~ao complicada tambem destroi a
coerência para tempos longos.
CAPITULO 5. RESULTADOS 62














t = 152, minimo
t = 244, minimo






t = 150, maximo
t = 224, maximo
Figura 5.7: O pacote largo em alguns instantes de tempo
Captulo 6
Conclus~oes
Iniciamos o trabalho com o objetivo de investigar a inuência do caos no tunela-
mento de partculas. Para isto, as representamos semiclassicamente por pacotes
de onda localizados, varias vezes menores do que as ilhas regulares do espaco de
fase do nosso sistema modelo. Queramos compreender a manifestac~ao do mecan-
ismo de tunelamento assistido por caos no caso de estados localizados (compostos
por um grande numero de auto estados), ja que a ênfase dos trabalhos recentes
tem sido estudar este efeito em estados do tipo dubleto.
Nosso estudo n~ao apontou para novas manifestac~oes do tunelamento assistido
por caos ja que, embora tenhamos observado o favorecimento do tunelamento pelo
caos em nossos estados localizados, observamos tambem que este efeito aparece
de maneira atenuada quando comparado ao caso dos estados do tipo dubleto.
Nos mesmos, embora n~ao dispusessemos das quasi-energias para identicar as
grandes alterac~oes no espectro em func~ao dos parâmetros do Hamiltoniano, detec-
tamos em um caso a marca dos dubletos de tunelamento quando experimentamos
calculos com estados menos localizados.
No entanto, percebemos alguns efeitos interessantes relacionados a pacotes de
ondas estreitos. Em primeiro lugar, para estes casos, o efeito quântico que se
manifesta de maneira mais marcante e a reex~ao e n~ao o tunelamento, ja que as
regi~oes de interesse nestes casos s~ao as imediac~oes da fronteira entre o transporte
classico permitido e o proibido. O aumento do efeito de tunelamento provocado
pela presenca de caos manifesta-se reduzindo a diferenca entre a transmiss~ao
quântica e a classica. Podemos dizer que a maior \ajuda" que o mar caotico
consegue dar e tornar as transmiss~oes aproximadamente iguais.
Outro efeito interessante e que os pacotes estreitos s~ao capazes de perceber
detalhes da dinâmica classica, seu movimento em muitos casos segue de maneira
proxima as orbitas classicas. Observamos o connamento do pacote por uma
cadeia de ilhas ressonantes e tambem a atenuac~ao deste efeito atraves do tunela-
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mento. Neste caso houve um fator de interesse adicional, pois o tunelamento teve
lugar entre duas regi~oes caoticas, apenas parcialmente isoladas do ponto de vista
classico.
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